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المقدمة 
الحمد لله رب العالمين» والصلاة والسلام على سيد المرسلين محمد وعلى أله الطند_بن 
الطاهرين وصحبه الغر الميامين . 
في هذا ااكتاب محاولة إننبية حاجة طلبة كليات التربية »والعلوم ٠‏ والهندسة :والإدارة 
والاقتصاد للمبادئ الأساسية في الرياضيات ٠‏ فهو يغطي الأفكار الأساسية لمشل هذه 
التخصصات ؛ وقد حرصت على" أن تعزز مادة الكتاب المهارات الأساسية في الدوال 
وااتفاضل والتكامل » وتوضيح التطبيقات المتنوعة لهذه الموضوعات . 
لقد تمت معالجة موضوعات هذا الكتاب بأسلوب علمي مبسط دقيق ٠‏ ولهذا تم إعطاء 
براهين بعض النظريات استكمالا لموضوعات الكتاب؛ وإثراءً لمادته؛ زيادة على الاهتمام 
بكثرة الأمثلة وتنوعهاء والعناية بالتمارين التي تتدرج بين السهولة والصعوبة لضمان تطبيق 
النظريات بتفصيلاتها كافة » وإعطاء الطلبة فرصة كافية لتطبيق هذه الموضوعات كل حسب 
ختصاصه 
لقد تم تقسيم الكتاب إلى خمسة فصول: عالج الفصل الاول موضوعات تمهيدية شملت 
المجموعات والمتباينات والقيم المطلقة والدوال» ومن أبرزالدوال التي تمت معالجتها: الدوال 
الخطية والحدوديات والدوال الأسية واللوغاريتمية . واهتم الفصل الثاني بموضوعي الغايات 
والاستمرارية. وكان الاشتقاق هو موضوع الفصل الثالث ٠‏ إذ تم تناول مفهوم الاشتقاق 
وخواص المشتقة وقوانين الاشتقاق للدوال الواردة في الفصل الأول .وكانت تطبيقات 
الاشتقاق مادة الفصل الرابع »ومن هذه التطبيقات: المعدلات الزمنية المرتبطة » ومسائل القيم 
القصوى بالإضافة إلى استخدام المشتقات في رسم المنحنيات؛ وحل مسائل اقتصادية؛ وتناول 
الفصل الخامس موضوع التكامل وتطبيقاته إذ تم التطرق الى مفهوم التكامل وخواصه 
وطرق التكامل وتطبيقاته في مسائل متنوعة . 
وفي الفصول كلها تمت معالجة الموضوعات من جميع جوانبها بأسلوب واضح 
وبسيط ودقيق ٠‏ وأسال الله تعالى أن يكون الكتاب نافعاً »ومن الله التوفيق . 
صادق عبد العزيز مهدي 


بغداد / تموز- 2007 


الفصل الأول 
الدذوال 


الفصل الأول ١‏ 
الدوال 11111©110115 


1[ - 1 المجموعات 56)5 
لقد أصبحت المجموعات من المصطلحات المهمة للتعبير ءع ن الكثير من الحقائق 

الرياضية: لهذا سنقدم بعضا من, مفاميم المجموعات في هذا البند» فالمجموعة هى, تجمع من 

العناصر تربطها صفة مميزة بحيث أن جميع العناصر في المجموعة تتتسف دتلك الصفة » 

وأي عنصر لا يتصف بتلك الصيفة لن يكون عنصر] في ملك المجموعة »وهنالك في حياتنا 

الم مية أمثلة كثيرة لمفهوم المجموعة منها مجموعة أشهر السنة الهجرية » مجموعة طلبة قسم 
الرراضيات في كلية التربية انجامعة المستنصرية المعام 1995 / 1996 ٠‏ مجموعة لاعبي كرة 
القدم العراقي وهكذا. وسنضع عناصر المجموعة ضمن قوسين من النوع (1 » تفصل بين 

كل عنصر وآخر فاصلةء وسوف نرمز للمجموعة بالحروف اللاتينية الكبيرة . 

مثال 

1 »ه (...,1.2,3.,4 25-4 تمثل مجموعة الأعداد الطبيعية وهي مجموعة غير 
منتهية لهذا وضعنا النقاط الثلاث للدلالة على استمرار الأعداد على نفس النمط . 

2 هه (1-,2- ,3- ,4- ,... ) -:2 تمثل مجموعة الأعداد الصحيحة السالبة وهي أيضا 
غير منتهية حيث لها بداية ولا نهاية لها لهذا وضعت نقاطا في الطرف الأيسر للدلالة 
على استمرار العناصر على نفس النمط هبوطأ. 

3 »ه ‏ (6,7,8,9 ,5 ,4 ,2,3 ,1 ,0 4 >2 تمثل مجموعة الأرقام في النظام العددي 

العشري. 

٠ 4‏ للا - ( الأحدء الاثنين» الثلاثاء» الأربعاء؛ الخميسء. الجمعة» الك 1 قنان تحمو عه أيام 
الأسبوع . 
إن الأسلوب المتبع للدلالة على المجموعة في المثال أعلاه اعتمد ذكر جميع العناصر 

إذا كانت المجموعة منتهية كما هو الحال في المجموعتين #6 و لاا .أو بذكر بعض 

العناصر مع نقاط تدل على الاستمرارية إذا كانت المجموعة غير منتهية كما هو الحال 
في المجموعة :2 , 25. وهنالك أسلوب أخر للدلالة على المجموعة وذلك عن طريق ذكر 

الصفة المميزة لعناصر المجموعة. ولتوضيح ذلك نأخذ المثال التالي . 


[ هه 1 -(»« :لخ عند أولي قفردي ) 
وتقرأ: " المجموعة التي عناصرها ا بحيث ان * عدد أولي فردي وواضح ان 
العناصر التي تحقق هذا الشرط هي [...., 13 ,1,3,5,7,11) 7-2 . 


2 » مجموعة الأعداد النسبية © والتي تعرف كما يلي : 
(5: 70 عدد صحيح و 0 * 5 ) - © 


إذا كان ا عنصرا في المجموعة 7 فإننا نرمز لذلك على النحو 617 ونقول ان * 
ينتمي إلى 12 . 


مثال : 
إذا كانت (1,3,5,7,9) > 76 فإن 3176© 5 و الك ع 7 . ولكن 6 لا تنتمي 


إلى 76 لهذا نعبر عن ذلك على الصورة 7 » 6 وكذلك ‏ 7 © 2 . 
تعريف 1 -1 
إذا كانت ل ,76 مجموعتين فإننا نقول إن 7 محتواة في للا إذا احتوت المجموعة الا 
جميع عناصر المجموعة 7 ونرمز لذلك على النحو الاح 36 ٠.‏ أي أن لا جح 2 إذا 
تحقق الشرط التالي : 
إذا كانت 76 > ا فإن الآ © < ( وكذلك نقول أن 75 مجموعة جزئية من ال ) 


مثال : 
لتكن (1,3,5,79,10,11) - كز7.,ء (1,5 !4خ لا .2 (1,76,9 2-14 


فإن لدج لا . 
وذلك لأن كل عنصر في الآ هو عنصر في 7 ولكى 2 ليست محتواة في 1 ونرمز 
لذلك على النحو 1 © 2 وذلك لأن 72 © 6 ولكن ‏ 1 6# . 
تعريف 2-1 
إذا كانت لا ,1 مجموعتين فإننا نقول إن 7 تساوي الل ونرمز لذلك على الصورة 
3-7 إذا تحقق الشرطان التاليان 7 جح 3 وكذلك 2 ح لا , أي أن >7 , لا 
تحتويان نفس العناصر . 


مثال : 
إذا كانت (8 ,6) - >2 


(* عدد صحيح , 0 > (8-<) (2-6) : > ) ح ألا 


2 


(*ا عدد صحيح , 0 > (2+<) (3-) : >« ) - 2 
فإن 7-1 لأنهما تحتويان نفس العناصر بينما 2 * غ1 وذلك لأن 2 © 2- ولكن 
# 2- عند الحديث عن المجموعات نفترض دوما أن هنالك مجدوعة إطاز عام بحيث 
تكون المجموعات التي ذتسئنث عتها هي مجموعات جزئية من مجموعة الإطار والتي تسمى 


المجموعة انكلية ( أو الشاملة )56 10217615521 ) . ولتوضيح هذه الفكرة ناخذ المثال التالي: 
مثال : 

إذا كانت (0 ع (4+» ) (1-<) : اا ع ع« ) <- عر , فإن ايراج 1 ولكن 
»4- وذلك لأن 7 كماسهي معرفة » تشترط أن تكون عناصرها أعداد؛ حلبيعية أي 


أن الإطار الذي تعرف فيه 27 هو إطار الأعداد الطبيعية . 


تعريف 1- 3 (العمليات على المجموعات 5615 012 67211025م207 )2 


1[ ل (7 تقاطع لا ) مجموعة تعرف على النحو: 


( لا ع << و ايز ع 2< : لآ > ) ع لام عر 
أي أنها مجموعة العناصر المشتركة بين 22 و الا 
2ه 


لا را“ (7 اتحاد الا ) مجموعة تعرف على النحو : 
(لا ع 2 أو 12 ع 2< :[] ع > ) - لا را عر 
أي أنها مجموعة العناصر الموجودة في 7 أو للا أو في كليهما . 
3» 1-8 ( عدا لا ) مجموعة تعرف على النحو : 
(لا © *« و 6 > ب : تا ع ع ) دلا - عر 


أي أنها مجموعة العناصر الموجودة في 2 وغير موجودة في ١4‏ ( وتكتب في بعض 
الاحيان على الشكل ل1 ١‏ ). 


4» < ( متممة 16 ) مجموعة تعرف على النحو : 


(17» *« :لاك + ) دع - لا- 2 
أي أنها مجموعة العناصر الموجودة في [1آ ولكنها ليست في 72 . 


ولتوضيح هذا التعريف ناخذ المثال التالي : 


دنا 


مثال 
لتكن ‏ (6,7,5 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1 ,0) > لآ » (4 ,7 ,1 ) -لز 2 (7,5 )د كلا 
(4 ,1 ؛ -2 فإن : 


(1,4,5.7 )- لاراخر »2 (17- لايم كر »1 
لاحظ أنذا لا نكرر العنصر في المجموعة أكثر من مرة واحدة. 
ث (2,3,5,6,8 ,0) > 16 4.٠‏ (5) > اللا , (1,4)<لا بخ 3.٠‏ 


(4,6,8 ,2,3 ,1 ,40 ع الا 
( 2-1 همهملا ددن 
لاحظ عدم وجود عناصر في المجموعة 2 2 2323 لهذا نرمز لها بالرمز [ ) ومثل هذه 
المجموعة تسمى مجموعة خالية ( 566 230019 ) ونرمز لها أيضا بالرمز ٠‏ . 
لقد اقترح فن (7762) مخططا لتمثيل المجموعات بالرسم وذلك بان تمثل المجموعة الشاملة 
بمستطيل وترسم المجموعات الأخرى بداخله على شكل دوائر تقريباء» وباستخدام هذا الأسلوب 
نمثل المجموعات المعطاة في تعريف (3-1 ) كما في الشكل (1) . 


المنطقة المظللة تمثل المجموعة لامل<ا 
#2 


الشكل (1) أ الشكل (1) ب 


المنطقة المظللة تمثل المجمواعة لابن المنطقة المظللة تمثل المجموعة لا 


الشكل )1١(‏ جل الشكل(1) د 


المنطقة المظللة تمثل المجموعة 7 


الشكل (1) 
هنالك عملية أخرى ٠‏ في غاية الأهمية » على المجموعات ألا وهي الضرب الديكارتي 
والذي يعرف كما يلي : 
تعريف 4-1 

إذا كانت ك1 و للا مجموعتين فإن حاصل ضربهما الديكارتي والذي يرمز 
له بالرمزن ل ا ءار يعرف على النحو التالي : 
زلا معلاو خرع< :زلا,») ؟ ح ل يا عر 
أي أن الا“اكا هي مجموعة من الأزواج المرتبة (لإر,خا) حيث المستقط الأول * 
ينتمي إلى المجموعة 7 والمسقط الثاني لا ينتمي إلى المجموعة الثانية الا . 


بذا كانت (4)1,2,3-<5 ,  -41,7(‏ فإن: 
((3,7) ,(3,.1) و(2,7) و(2,1) ,(1,7) ,(1,1) ) ع لا »اعز 
((7,3) ,(7,2) ,(7:1) و(1,3) و(1,2) ,(1,1) ) تعر »ا 1٠“‏ 
لاحظ أن الزوجٍ المرتب (2,1) 2 (1,2). 
تمثل المجموعة لآا 1 بيانيا في المستوي الديكارتي وهو مستوى يتحدد بمحورين درجت 
العادة على أن يرسم الأول منهما أفقيا وتمئل ليه المساقط الأولى ويرسم الثاني عموديا على 
المحور الأول وتمثل عليه المساقط الثانية » رد ذ. عناصزنز »الا بتقاطع المس-تقيمات 
المرسومة من مساقط. عناصرها موازية للمحورين ٠‏ اتوضيح ذلك نأخذ المثال التالي : 
مثال 0 
إذا كانت ( (2:8) ,(2,7) و(2,5) و(1,3) ,(1:1) ) > لا »ا ا فإن التمثيل 
البيانئي لهذه المجموعة تكون مجموعة النقاط المؤشر عليها بإشارة "“" في الشكل (2) . 


من ف- بحن ما لالب شا رم الم 


1 © أي من العبارات التالية صائبة وأيها خاطئة . برر إجابتك : 
(8 ,7,5,9 ) كع 8- ٠ط‏ (3,5-,.2,3 ! ع 2 »2 
(2,6 ,5 و1,3) > (1,2-,1) ٠ع‏ 
(8,9 ,6,7 .5 ,4 ,2,3 1! ح (2,3,7,8) 0٠‏ 


ع٠‎ ]1,7.3,5( - )3,1,5,7( )٠ ]1,3,7( > ) 1, 4,6( 


2 ه إذا كانت 


(2-24 وا(35 11> طا.(41 2 عير (4,5,6 ,2,3 ,1 ) > ل 


فأوجد : 
/ا - كز هكح لآلا كز »6 له »٠ه‏ 
لالم كز ٠‏ ل 
لا- 7 «ع 762 ه] لآ »م 
تت الاب ع هم 
4 ل 2 رالا «ل 0 »1 
1٠ 0002‏ 


3 » مثل المجموعات الواردة في سؤال (2) أعلاه باشكال فن (7652 ) . 
4 » إذا كانت 2 (1 ,4,5- ,3 ) > لا , (1 ,4 ,6- ) دع 
قأوجد ‏ /خ8 كاثلا ,7ع > ع , +7 »الل , عر »ا ع > 

ثم مثل كلا من المجموعات الناتجة بيانيا في المستوي الديكارتي. 
2-1 الحدوديات 2019720121215 

00 تصادفنا في حياتنا كثير من الكميات القابلة للقياس مثل دخل الانسان ٠‏ إنتاج التمر في 
عام محددء أسعار السلع في السوق »٠‏ الكميات المعروضة من السلعء مدن الخ 
ومن هذه الكميات ما يبقى ثابتا مهما تغيرت ظروف المسألة التي يدخل فيها كسزعة الضوء 
وعدد أيام الأسبوع والنسبة بين محيط الدائرة ونصف قطرها . مثل هذه الكميات تسمى ثوابت 
ولكن اغلب الكميات القابلة للقياس تتغير من ظرف لآخر . فمثلا الكمية المعروضة من سلعة 
تتغير من يوم لأخر » ووزن الطفل يتغير من يوم لآخر ؛ تسمى مثل هذه الكميات متغيرات . 
ومن هذه المّتغيرات ما تترابط بشكل ما حيث يتغير أحدها تبعا للآخر فالزمن يمضي مستقلا 
عن أعمار الأشخاص لهذا يسمى الزمن متغيرأ مستقلا ويسمى العمر متغيرأ تابعا للزمن. 
نستعمل الرموز للتعبير عن المتغيرات» ومن الرموز الشائعة الاستعمال 2 ,ولاو ولكن 
هنالك رموز خاصة تستعمل لحالات محددة. تسمى العلاقة التي تربط المتغيرات معا قانونا. 


مثال 
1[ » قانون مساحة الدائرة التي نصف قطرها + هوا 2ج - لم حيث م ترمز إلى 
:+ -2 أأداث. - 
مانام .ماسر 98 
2 » قانون الربح البسيط يعطى على النحو التالي : 
إذا وضع مبلغ من المال قدره ا في بنك بربح بسيط مقداره 90 م في السنة فإن 
الربح لا النائتج عن وضع هذا ! لمبلغ لمدة حام يعطى بالقانون : 


عد اح 
100 


3 © قانون الربح المركب ويعدلى على النحو التالي : 
إذا وضع مبلغ من المال قدره ا في بنك بربح مركب قدره 90م في السنة لمدة 0 
من السنؤلت فإن جملة هذا المبلغ لا بعد 13 من السنوات تعطى بالقانون 


ام 5 
]ايو - 
طب ] » 7 
ومن الناحية الرياضية نستطيع أن نضع صياغة لأنواع مختلفة من القوانين . ولتقديم همذا 
الموضوع نذكر المثال التالي : 


مثال 

التعبير ‏ 7 +52 +32 هو مقدار جبري مكون من ثلاثة حدود هي 7 , 37 
, “ا5 ويسمى العدد 3 معامل “كا » والعدد 5 معامل ‏ كمايسمى الحد الخالي من 
“ا وهو هنا 7 بالحد المطلق كما يسمى المقدار نف..ه 7 +52 +32 عبارة تربيعية 
لأن أعلى أس للمتغير ا فيها هو 2 . 
ولما كانت كل أسس << في هذه العبارة أسس صحيحة موججبة فإنها تسمى حدودية أو كثيرة 


حدود . 


تعريف 1-7-1 5 
يسمى المقدار ار مو + 2بريج + “ارت + مه ت (ج)ط 

كثيرة <دود ( حدودية) من الدرجة 5 حيثك #0 ,2 ؛ وجميع اسس « أعداد طبيعية 
والمعاه لخت 30 28 و( و20 أعداد حقيقية 3 وحيث أن 2 تأخذ قيما من الأعداد الحقيقية. 
ومن الجدير بالملاحظة ان مجال الدالة الحدودي هو مجموعة الأعداد الحقيقية 2 . 
مثال 

< 22-9 - "ير4 - ع 2 ٠ج‏ 
خَديرة حدود من الدرجة السادسة 


3 : : 
5 3 32 + 1-7 ع رعر) 6 - 0 


كثيرة حدود من الدرجة السابعة ١‏ 
4ه تير + ”5يبرع (ي) م وء 


ليست كذيرة حدود لأن احدى أسس عاد صحيح سالب. 


مثال 
إذا كانت - 7 + 32 -*هر > (52)2- فإن : 
7-7 +(3)0-*0 - (52)0 
5 7-1+ 1+3 +(1-)3-:1(2-) > (1-)م2 
تسمى (27)0 قيمة الحدودية عندما 0 > وكذلك (27)0-1 تسمى قيمة الحدودية عندما 


[1- تع« 
مثال 
أوجد قيمة ا بحيث تكون ‏ 0-(<“)7 إذاكانت 7 +3 >-(#«)ط 
الحل: 
ضع 3+7 -0 لتجد ان --» 


يسمى المقدار 3 صفر الحدودية («)2 كما يسمى أيضا جذر المعادلة 0 > («)2 


أوجد أصفار الحدودية 3- ع« +١‏ #بر2 ع ()م 


اجعل 0 > (<2*4 لتحصل على (1-<*) (2+3)  -‏ 3 ير+ 2:2 - 0 


ومنها ‏ 1-0- أو  28+3<-0‏ أي 21يير أو د ير 


ملاحظة 2-1 -2 
تسمى الحدودية © > (“)1 حيث »© مقدار ثابت» حدودية من الدرجة صفر وذلك 
أن 1ح نير 
تمارين 
[ » إعط مثالا لكثيرة حدود من الدرجة : 
أه السادسة>ح ب« الرابعة ج » الثانية ده الأولى 


2 » أي مما يلي كثيرة حدود ( وما درجتها إن كانت كثيرة حدود ) 


4+ تبرج ط امم 5٠‏ 5+7 - 32 > () م هع 
4 
- )م 13 9+ يرل > )م هت 
3 *» أوجد أصفار الحدوديات التالية 
2- 5 - (2) 2 »6 (1-2) (2-4) - () 2 ٠ح‏ 
(1+ع)(2-16) - )م .ع 
1[ - 3 المتباينات 1216011211615 ج. 


من خواص الأعداد الحقيقية انه إذا كان لا .خا عددين حقيقيين فإما أن تكون « 
مساوية ل لا أي /8ز- < أو أن * مختلفة عن لا أي لإيآ *« . وهذا الاختلاف يعني 
تباين ا و لاا وهذا التباين يعني كون ا أكبر من لاأي لا<* أو ا أقل من لا 
أي ل1 > . 
بن الجمل التي تحتوي الإشارة > تسمى متساويات أو معادلات أما الجمل التي تحتوي واحدة 
من الإشارات < ٠» 2٠2٠ >٠2‏ > فتسمى متباينات 
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1[ . 2+9 > 8+يم متباينة 
جه 0< [+ي6 ير “حباينة 
٠.3‏ 22>5-+-2» مَعَبَائَقَة 
4 ه 3< يرق متباينة 
٠.5‏ 2 >7 -س« معادلة 
6 .| 3-0-كير_»ي معادلة 


بتكم النكفتات قن فتويك نوع كاسن من النتحيوظات الخزقية مسن تيجو سن الأعيدلة 

الحقيقية 5 والتي تسمى الفترات (198463721[5). وهنالك أربعة أنواع لفرت تعرف 

كما يلي : 

(1>»* > 2:3 »ء 2 ) > [طره) 1١‏ 
وتسمى فترة مغلقة 
( >« > :5 ع< ) ع زر طرة) ٠»‏ 2 

وتسمى فترة مفتوحة وقد يكتبها البعض ]3,6[ 

(ط >« >2:ظ »ع < ) ع [طرة) » 3 

وتسمى فترة نصف مفتوحة ( أو نصف مغلقة ) وقد يكتبها البعض [ 3,56 [ 

(6ط >< > 2:ج »ع « )ع (طبرد] ٠‏ 4 

وتسمى فترة نصف مفتوحة ( او نصف مغلقة ) وقد يكتيها البعض ] 2,0 ] 

ملاحظة 1-3-1 

١ه‏ الرمزان © ٠‏ © - يمثلان رمز الغير منته بالاتجاه الموجب و السالب . 

2 » سوفب نرمز لمجموعة الأعداد الحقيقية بالرمز 2 . وهي تمثل الفترة (© ,م -) 
أما مجموعة الأعداد الموجبة فهي الفترة ‏ (*,0) ويرمز لهابالرمز #5 إما 
مجموعة الأعداد السالبة والتي يرمز لها بالرمز 87 فهي الفترة (0 ,©-) . 

3 » إذا كانت 16 مجموعة جزئية من 2 وأمكن إيجاد عدد حقيقي 50 بحيث أن 

م < ع لكل رع فإن 7 تسمى مجموعة محدودة من الأسفل » وإذا أمكن 


إيجاد عدد حقيقي 6 بحيث أن 14> <ز لكل 72 © غز فإن 726 تسمى 


مجموعة محدودة من الأعلى . وتكون المجموعة محدودة إذا كانت محعدودة مسن 
الأعلى ومن الأسفل وخلاف ذلك تكون المجموعة غير محدودة 

4 » تكون الفترة (8,5) أو (3,5] أو [ط8 ,خ) أو [ط,8]) فترة محدودة إذا 
كانت كل من ,3 أعدادا] حقدة. 2 


حقدةن» . 


. 
مس 


5 « إذا كان أحد طرفي الغترة هوا ©- أو مه + فإنها تسمى فترة غير محدودة 


إذا كانت [2,5) - ط , (8 ,3] - 2 , (3,7)- تل ,[4,6]- يز 
فإن: 


[3,5] > م2 2 , [[2-2)3,7 ملا 202ل , [4,6] - لامجا .عم 
(2,8) -<تراآراىيتك و(3,7)- للا راز ه56 
ملاحظة 1- 2-3 
تمثل الفترات على خط الأعداد كما في الشكل ( 3 ) 


الفترة المغلقة [5.د] الفترة المفتوحة (3.0) 


الشكل (3) أ 


الفترة نتصف المفتوحة (2.0] 


إنننتنا 


الشكل (3) 


إن حل المتباينة يعني إيجاد مجموعة الأعداد الحقيقية التي تجغل المتباينة صحيحة. 

مثال 

أه العدحد 1 هو حل للمتباينة 6 >5 ا وذلك أن 6 5 1 عبارة صحيحة» بينما العدد 
7 ليس حلا لهذه المتباينة لآأن ‏ 6 > 7 عبارة خاطئة . 


وحتى نحل المتباينات نحتاج إلى المبرهنة التالية التي تحتوي بعض خواص المتباينات . 


فبرهنة 33-1 
85 جع 77 ,0 < بجر هج 
أي لكل عدد حقيقي « يخون مربعه عددا شير سالب 8 


2 > الااججح ج > لإاو با >ير .]ا 


(خاصية التعدي) 
8م526 لينو > ج بير د 3ك بعرر ا وءع 
اع 72 اجدلن8 > ج دير جح با > ير ٠ل‏ 
2 > جع جح 0< 2ج و 8 > ير 
2 < 2 جح 00> 2 و ل >ي» 
0 أت لا > ني >0 هع 
مثال 
حل المشائفة 2-3 < 7+ يرك . 
الحل : 
لاحظ ان 2-3 < 7+ اك تكافئ 2-77 < 4+7-7 (اضافة 
نظير 7 ) 
أي 0- “2 < «4ك وهذهتكافئن 2 «2- 2-10 < 2 - 4# (اضافة نظير 
2( 
أي 0- < »2 وهذه تكافئ (10-)2(<2) ( بالضدونية فى د( 
أي 5- < يم 


إنن مجموعة الحل لهذه المتبئينة هي مجموعة جميع الأعداد الحقيقية التي هي أكبر من أو 


تساوي 5- ونعبر عن ذلك بالفترة (© ,5-] . 


مثال 
حل المتباينة ( المتباينات ) [ > 3-2 > 5- 
الحل: 
لاحظ ان 1 > 37-2 > 5- تكافئ 2 > 2+ 3-2 > 5+2- 
: ا 1 1,1[ 
أي 3 >3 > 2-3 وهذه تكافئ (7)03> (3) >> (3-) 2 أي > ين > 1- 


[ إذنن مجموعة الحل هي الفترة (1.1-). 


مثال 
. حل المتباينة 0 <20 -ي + ثي 
الحل : 
لاحظ أن 0 < 20 - عر + 2غ تكافئ 0 < (5خير ) (4-) 


ومن المعلوم أن حاصل ضرب مقدارين يكون موجبا إذا كان : 

أه كل منهما موجب أي 4<0-ير و 5<0+» 

ب ه أو كل منهما سالب . أي 4>0-<ز و 2+5>0 

والحالة (أ) تكافئن ‏ 5 - << و4 < وبتمثيل ذلك على خط الأعداد كما في 
الشكل ( 4 ) 


4 < عن« 5-< خ* 


الشكل ( 4) 
نجد أن الحل في هذه الحالة هو تقاطع المنطقتين » أي الفترة (© ,4) 
أما الحالة (ب) فتكافئن ‏ 5->< و 4>« وبتمثيلها على خط الأعداد كما في 
الشكل (5) 
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بس( لةشتقشقكةر ‏ 311111301 
4 5 - 


الشكل (5) 

نجد أن الحل في هذه الحالة هو تقاطع المنطقتين»ء أي الغترة (5-,م-) 

وبما أن الحالتين مربوطتان بالأداة ( أو) فإن حل المتباينة الأصلية هو اتحاد الحلين في 
الحالتين والذي يمثل كما في الشكل ( 6 ) 


للق ). - 
د) _--3- +( تتيوو رجو سانا 
4 5 
الشكل (6) 
أي أن الحل هشا.و مجسموعة الأعداد الحقيقية ( كل الخط) ما عدا [5,4-] أي أن الحل هو 
١ . 8 - ]-5,4[‏ 
تستخدم المتباينات في تعريف بعض المقادير الخاصة مثل القيمة المطلقة والتي تعصطصى 
بالتعريف التالي : 


تعريف 4-3-1 
إذا كانت « عدداً حقيقيا فإن القيمة المطلقة للمقدار ا والتي يرمز لها 


بالرمز [»| تعني القيمة دون الإشارة ٠‏ أي أن 


0 عندما ١‏ -|م 
0>> عندما * 
لاحظ أن مجال الدالة القيمة المطلقة ‏ |*|-ت(«<)1 هو 5 ومدادهدهو 2 . 
مثال 
2 -|2-| ٠ه‏ 6 8 -3.8| 0٠‏ 6>-|6|] »2 
7 -3.7-| هع 
ْ 0 >|0| «هء 
مبرهنة 1- 3 - 5 
حيث 220 >« >2 جه 2 > | »2 
حيث ‏ 0 <82 , 982->«< أو ه< ير جه 1< إعز 6٠‏ 


الا + || > إبو + *| 6.٠‏ 


مثلل 
حل المتباينة 2> | 32-5 | 
الحل: 
لاحظ أن 5|]>2-*1|3) تكافئ 2 > 31-5 > 2-2 
وتكافئ 2+5 > 5+ 31-5 > 5-2 2 أي 3>7 > 3 
١: 1 1 1 50‏ 7 
وهده تكافئ 200 -< 0 < 3 اي > ع7 > 2 
1 5 7 
إذن مجموعة الحل هي الفترة ( -. و1) 
تمارين 
1[ » أوجد قيمة 
|| هل |4 .٠ء‏ |2.8-| 5٠‏ (2.8| »2 
5 5 
2 © إذا كان 
(0,3) > 72 , [5,ة] - لآ , [2,4] - »« 
فأوجد 
ارا كر همح لمم كز »خا لا - كر © 2ج 
62لا هل 
27راللا »] لا هم 
3* حل المتباينات ْ 
3(<0جتيم عر .ءح 0< 2-9 .6 »2-4 < 3-7 2٠‏ 
[>2-*ازهءع ع التختدات 5 <6 + ع5 - مير ل 
+2 


5 <<2 -3|] مع 


4-1 مفهوم الدالة والحمليات على الدوال 
تعتبر الدالة واحدة من مصطلحات اللغة الرياضية وتكاد تظهر في معظم المسائل 


الرياضية وما ما سنتعرض له في هذا البند . 


تعريف 1 -4 - 1 

إذا كانت 76 وال مجموعتين فإن أية مجموعة جزئية من حاصل الضرب 
الديكارتي 767 تسمى علاقتهمن المجموعة 7 إلى المجموعة لا 
مثال 

إذا كانت (4,8,7,12,9) - لا , (1,2,3,4) - 76 2 فإن : 
( (2,12) , (1,8) ,(1,4)) > 

تسمى علاقة من 17 إلى الا وذلك لأن ا ل“اة ح ,1 . 
من عناصر 58 نلاحظ أن العدد 16 © 1 ارتبط بكل من العددين لا © 8 ,4 أي للعدد 1 
صورتان هما 4و 8 . بينما العدد >*67 2 ارتبط بالعدد للا ع 12 أي أن للعدد 
خا © 2 صورة واحدة فقط في للا هي 12 ء كما تلاحظ أن العدد 1 © 3 ليس له صورة 
في للا وذق هذه العلاقة لأنه لا يوجد زوج مرتب في 4 مسقطه الأول 3 . 


تعريف 1 - 4 - 2 

إذا كانت 24 و لا مجموعتين وكانت © مجموعة جزئية من .لا كال بحيث 
يتحقق الشرط التالي: 
لكل عنصر 7 © *« يوجد صورة واحدة فقط ال ع ل[ لهذا العنصر ( أي أن 64 (لا,*) ) 
فإننا نسميى 1 دالة من ا إلى لا . 
مثال 

إذا كانت (41,2,3 -7 و (4,8,12,9) حلا فإن : 

( (3,12) و (2,4) , (1,4)) - 1 

دالة من 7 إلى للا وذلك لأن عناصر 1 هي 1 وصورته 4 وحيدة في لل8.٠2‏ 


وصورته 4 وحيدة في ١4‏ 6 3[ وصورته 2 وحيدة في 4 8 


لاحظ أنه لا مانع من أن يوجد أكثر من عنصر في 7 له الصورة نفسها في الا . 


تعريف 1 -4 - 3 

إذا كانت 1 دالة من ©7262 إلى ال فإننا نعبر عن ذلك على الصعرة 
لا جه لير : 1 . وتسمى كر مجال الدالة » لا مجاله المقابل وتسمى مجموءع ٠ه‏ الصور 
لعناصر © مدى الدالة 1 . 


تعريف 4-1 -4 
إذا كانت (2) © دالة ما فإن أكبر مجال للدالة 4 هو جميع قيم ا التي يكون للدالة 


عندها قيماً حقيقية. 
مثال 

إذأ كانت (1,6,8,9 ) - لا , (1,2,3) -ن38 
وكان ((5,9) .(3,6) و(1,1)) >1 فإن مجال + هو 2 ومجاله المقابل هو لا 
ومداه هو ( 1,6,9 . إن العناصر في مجال الدالة ترتبط بصورها في مجاله المقابل وفق 
قاعاذمَ محددة . 
مثل 

افرض أن © ج-2:/ بحيث ان *« > («)4» في هذه الحالة يعون 
مثلاة 0 -(4)0 و 25 >-(5-)4 و 25 -(2)5 ... وهكذا » وواضح أيضاً 
أن 0 < *ا-(<)/ لكل عدد حقيقي << أي أن مدى الدالة م هو الفترة (©,0] . 
مثال 


2 


لهذا فإن أكبر مجال للدالة ‏ هو (0) -2 ويكون مداه الفترة (© ,0) . 


مثال 
إذا كانت </ه > ( )4 فإن هذا المقدار لا يكون معرفا عندما تكون » 


سالبة » لهذا فإن أكبر مجال لهذه الدالة هو (© ,0] . 


مثال 

إذا كانت 7- >3 +2عر4- تيرك > (2) 4 فإن هذه الدالة يكون معرفا لجميع 
الأعداد الحقيقبة . لهذا فإن أكبر مجال له هو مجموعة الأعداد الحقيقية 2 . 
وبشكل عام مجال كثير الحدود هو مجموعة الأعداد الحقيقية 2 . 


تعريف 1 -4 - 5 
افرض ان 2 جه 2: 1و 5 ج-1:دم8 1 
(«)ع + 10 - () رع 18) ٠ه‏ 
تسمى بع +1 مجموع الدالتين 1و 8 . 
(«)ع - ()1 > () (ع-1) 5٠‏ 
تسمى ع -1 الفرق بين الدالتين 1 و م | 


ه٠‎ )18( )( > 1)( . 80«( 


48 - ىن( ) .ل 
(:)ع8 8 


5 ا ا 
بشرط أن 0 (*0) 8 ع اصعييا جارج قبيه ]على 8 م 
(0) ع) 1 - رع ٠١‏ 1) ٠ع‏ 
تسمى آ1ه6 تركيب الدالتين 1 و 8 


م "مدع تت 600 دار .,] 
27 معكوس 1 


ولتوضيح هذا التعريف نأخذ الأمثلة التالية : 
مثال 
إذا كانت 5 + 32 - (»«21 2 1+ :و - (ير)ا ع فإن: 


6 + 3 + تير - 1+ تيرد 3+5 - (هر)ع + (1)2 ع (ه) (ج+2) ٠‏ 1 
4 + 2 ير ع (1+ 6 - 345 > («*«)ع - (*)1 - (2)(ع-1) 2٠‏ 


هه 


لاحظ أنه لا مانع من أن يوجد أكثر من عنصر في 7 له الصورة نفسها في الا . 


تعريف 1 -4 - 3 
إذا كانت 1 دالة من 7*4 إلى ل فإننا نعبر عن نلك على الصوررة 
لا جه 2 : 4 . وتسمى 7 مجال الدالة » لآ مجاله المقابل وتسمى مجموءع > الصور 
لعناصر 7 مدى الدالة ؟ . 
تعريف 4-1 - 4 
إذا كانت (*) ؟ دالة ما فإن أكبر مجال للدالة 1 هو جميع قيم ا التي يكون للدالة 
عندها قيماً حقيقية. 
مثال 
إذا كانت (1,6,8,9 ) > ل , (1,2,3) -:3 
وكان ((5,9) , (3:6) و (1,1)) -1 فإن مجال 1 هو 2 ومجاله المقابل هو لا 
ومداه هو (1,6,9) . إن العناصر في مجال الدالة ترتبط بصورها في مجاله المقابل وفق 
قاعدة محددة . 
مثال 
افرض أن © ج 2:+ بحيث ان *<ا - () 4 »: في هذه الحالة يكعون 
مثا 0 -(0)# و 25 >-(5-)4 و 25 >-(1)5 ... وهكذا » وواضح أيضا 
أن 0 < *»-(خ)4 لكل عدد حقيقي < أي أن مدى الدالة 2 هو الفترة (©,0] . 
مثل 
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«* 


لهذا فإن أكبر مجال للدالة 4 هو (0) -2 ويكون مداه الفترة (© ,0) . 
مثال 


إذا كانت «اله > ( « )4 فإن هذا المقدار لا يكون معرفا عندما تكقون * 
سالبة » لهذا فإن أكبر مجال لهذه الدالة هو (© ,0] . 


مثال 
إذا كانت 7- 6ر3 +6ير4- تيرك - (<«) 4 فإن هذه الدالة يكون معرفا لجميع 


الأعداد الحقيقبة . لهذا فإن أكبر مجال له هو مجموعة الأعداد الحقيقية 2 . 
وبشكل عام مجال كثير الحدود هو مجموعة الأعداد الحقيقية 2 . 


تعريف 1 - 4 - 5 
افرض ان 2 ج 2: 1و 5 ج- :م8 ْ 

()ق + )1 - () رع 1) 3٠‏ 
تسمى م + مجموع الدالتين 1 و يم . 

(«)ع - ()1 - (*) (ع-1) 5٠‏ 
تسمى ع -1 الفرق بين الدالتين 1 و م8 | 

 )18( )( > 1)«( . 80*(‏ ٠ه‏ 
تسمى .1 حاصل ضرب الدالتين ‏ 14و هم . 


10 - 700 2) ©و0 
)8 8 


((*) 8) ؟ - رم ٠١‏ 1) ٠ع‏ 
تسمى آ1هع8 تركيب الدالتين 1 و 8 
م" معع ه 00خ در ., 
+7 معكوس 1. 


ولتوضيح هذا التعريف نأخذ الأمثلة التالية : 
مثال 
إذا كانت 3+5 -(242 2. 1+ تير -(ير)اع فإن: 


6 +3 + ت» - 1+ يرد 5جعر3 ع (بر)ع + ()1 - 0) (ع282) 1٠‏ 
4 + غير > (1+  )2‏ 5+ير3 د (#«)اع - (:1 - (522(00) 2.٠‏ 


ه 


5 + تيرد + + 3 + 5ر3 - (1+ 2») (5+هر3) - («) ع. 100 > (2) (و .؟1) 3٠‏ 


5+ بر + 2يرو + 3ر3 - 


0 0 


1[ بير 


1[ +1«اع_ 


32+ 5 


اننا 0 0 © 4 
8 


85) 


8) 


ع 1-8 5 
)5 908 ف 


8+ 2*يرج- 5 +(1+ 2هين)3 - (1+ شيم)غ- (2)ع) + -00 رع . )) .6 
1 +25 + 302 + 2ير9 - 1+ :(5:+ 32) - (5+<3 ) ع > ((«) )ع > 2) © م ع) 7.٠‏ 


6 + م30 + 2ير9 - 
نطسيع 1[+*«3- (»)] درن هوق 
لإيجاد '4 
ثم نضع << بدلالة لا على النحو التالي : 
لوصا 
3 
إنن تجكة رو دم 
أي تتة رتم 
لإيجاد ع" نضع 1+ )عدر .و 
ثم نضع ا بدلالة لا على النحو التالي : 
1 -لو - تير 
1[-نول + دي 
إذن > 0 1+ <رام 
أي 1- »ل - م« اع 
حيث 60 < 1-» . 
ملاحظة 6-4-1 


7 هو دالة بينما '” ع8 ليس دالة لأنه قي حالة !67 
فقط » بينما في حالة اع توجد صورتان لكل عنصر . 
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لكل عنصر صورة واحدة 


تمارين 
1[ » أي من العلاقات التالية يمثل دالة مسن 76 إلي ل حيث (4)1,2,3-<1 
و (41,3,5 م 
٠» 12-4) )!1.1(.)2.1(,.)3,.1((‏ 6 ((3,5) ,(2,3) ,(1,1) ) - رغ ٠»‏ 2ج 
((2,5) ,(1,3) ) -ه1 * 4 ((1,1(,)1,3(,)2,5(,)3,3)) - 5 .»6 
2ه أوجد أكبر مجالٌ لكل من الدوال التالية: 


0-7 - زيمم هط [- »اد + 3:2 > )م ٠‏ ج 
0 - )م هل دول >( ٠ع‏ 
3 » إذا كانت 3-6 - ()1 و «-7 > () م 
فأوجد ما يلي : 
(0) (ه  )14.‏ هء («) رو ) ٠ه‏ 
(*«) 8 ماع)  1٠»‏ («) (وع) ٠‏ 56 
00 "م ٠ع‏ 0( “4 ) ٠ك‏ 
)اع »هط 2 8" 
4+ « أوجد (7!)2 +4 في كل من الحالات التالية وبين فيما إذا كانت دالة أم لاامعذكر 
السيب . 
تيرد يمع ٠‏ 6 7-9 - )1 ».2 
رع ريم ع .مح 
0-4)غ .ع لت مم .ل 
2-5 


5 » أوجد مدى كل من الدوال التالية : 
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٠ + )2(‏ »6 7 >(« »6 3 + عر5 > (<) ؟ © 2 


ات 
[+ع 


ل ديموع .قن 


3 -2خ 
ودتر- يمع .٠ء‏ 
1[ - 5 الخط المستقيم 1.1225 
هنالك نوع خاص من الدوال تسمى دالة الخط المستقيم أو الدالة الخطية وهو 
دالة من 2 إلى #8 قاعدته على الصورة +80 > (4)8 ٠‏ حيث 12,5 عددين 
حقيقيين معلومين » تسمى 8 + 12م > /- معادلة خط المستقيم . 
والسؤال الذي ينشأ الآن هو : لماذا يمثل هذه الدالة خطأ مستقيما ؟ 
للإجابة عن هذا السوؤال نحتاج إلى بعض المفاهيم التي سنطر.حها في هذا البند . 


تعريف 1- 5 - 1 
إذا كانت (إلا ,,*) 2 »ء (2لإ ,2<) ل نقطتين في المستوى فإن ميل 
الخط المستقيم المار من النقطتين ار و للا هو: 
4 و د 


د*ا 6 بغ : لخلقة عدن 
اي ا 


وهذا الميل يعبر عن ظل قياس الزاوية التي يصنعها المستقيم مع المحور الأفقي الموجب. 


الشكل (7 ) 


أوجد ميل الخط المستقيم المار بالنقطتين (3,5) و(1,2-) لآ . 
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مبرهنة 2-5-1 
إذا كانت (إلا,.ا) 6 و (هدلا,ج) 017 نقطتين في المستوي فإن طول 
القطعة المستقيمة التي طرفيها 7 و الا يساوي 
*(» - رع + ريو - ول9)له - رآ 
أوجد طول القطعة المستقيمة الواصلة بين (27))1,4 و (22,3)لا . 


0 - 9+اآل/ل ع 22-)-4-372+0/ > بآ 


بما أن الخط المستقيم يتحدد بمعرفة نقطتين وذلك لأن بقية النقاط الواقعة على الخط 
تكون على نفس الاستقامة وان الخط المستقيم يصنع زاوية واحدة مع المحور الأفقي الموجب 


فإذا أخذنا مثلا أي ثلاث نقاط تحقق المعادلة 5 + عتمم > بو 
+ وجنام > ولر[ , 6+ جكام > ولا ,5 6+ بعصم > رز 


فإن ميل الخط المستقيم المار من النقطتين (اللا,*) 2 و (دلاريءا) ل حيث #6 »ا هو 


وبنفس-الأسلوب يكون ميل الخط المستقيم المار من النقطتين (ملا,ي) ل و (3لإ,2.)3 
هو 22 > 1212 

أي أن الميل للقطعة 7 هو نفس ميل القطعة 7ل ولهذا فإن 7 ,ل ,1 تقع على 
استقامة واحدة أي أن المعادلة +20 > لإا تمثل خطا مستقيما ميله 11 . 


23 


هذا ويمكن معالجة الموضوع بأسلوب آخر حيث من المعلوم انه إذا كانت 12 والاا و 2 
ثلاث نقاط فإنها إما أن تشكل مثلثا أو أن تكون على استقامة واحدة » وإنها ستكون على 
استقامة واحدة إذا كان مجموع طني اقصر قطعتين مساويا طول أكبر قطعة . 

والآن إذا أخذنا النقاط الثلائة 37 و اللا و 72 الواردة أعلاه بحيث أن وخا > ونا > ,<< فإن 


)ع - »)+ 2( ,لو ببو)لل ح لاجر 
2 2 5 
( - ج<) + “(6 - ربكتم - 6+ وعد )ل 5 


7ع وعم + 2( يم صل - 
2س + 1ل( - 2*) - 2 + 1/ ار - 2د | - 


وبالمئل يكون |؟-دء<) <- رصعز + [له (-3)<) عد “بم + [له 
ويكون |إو>ا-و»| - 7لا بس + [له (723-72) حت 7ب + [له 


الشكل (8) 


لاحظ أن : 


((2*-وك) + عي ) ”صرح ال - 22 + تيز 
- ((*«-و*«)) 7ص+ال - 


لهذا فإن النقاط الثلاث تقع على استقامة واحدة أي أن المعادلة>) ط+<ادم - لإا تمثل 
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هنالك سؤال آخر لابد من الإجابة عليه وهو كيف يمكن إيجاد معادلة خط مستقيم ؟ بما إن 
معادلة الخط المستقيم هي 6+ *م: > لا إذن لابد من تحديد قيمة كل من 8 , 10 ويحتاج 
ذلك إلى توفر شرطين . 
وقد لاحظنا في وقت سابق إن 53 تمثل ميل الخط المستقيم . ومن الواضح انه عندما تكون 
م حيار فإن ط- 6 +(0)صم لز . 
أي ان (0,8) نقطة على الخط الهستقيم ولما كان المسقط الأول 0 فإن 5 تمثل طول 
المقطع من المحور الرأسي الذي يقطعه الخط المستقيم . 
وفيما يلي بعض الأمثلة التئ "ك#وضح كيفية إيجاد معادلة الخط المستقيم تحت شرطين 
معلومين. ظ 
ال 
أوجد معادلة الخط المستقيم الذي ميله 5 ومقطعه من المحور الرأسي 4- . 
الحل: 
المعادلة العامة هي 20+88 - لإا حيث 77 الميل ٠»‏ © المقطع من المحور 
الرأسي ٠‏ إذن ‏ 5-4 - ( 
فكال 
أوجد معادلة الخط المستقيم الذي يمر بالنقطتين (1,0) بر (0,1) . 
الحل : 
6+ دم > زا وبما أن المستقيم يمر بالنقطة (0,1) إذن 
ْ 5-1 ج ط +(0) ورد!1 
وان المستقيم يمر بالنقطة (1,0) إذن 
[1->-ط-- رم ح ط56+(1)م > 0 


إذن المعادلة هي : 1+ دبنل 
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ملاحظة 1 - 5 - 3 

أ» معادلة الخط المستقيم الأفقي الذي يوازي محور ا ويبعد عنه 2 حيث ج عدد 
حقيقي هي 2 > ل . 

ب © معادلة الخط الهستقيم الرأسي الذي يوازي محور لا ويبعد عنه 23 حيث 2 عدد 


حتيقي هي 2-210 . 
مثال 
أه أوجد معادلة الخط المستقيم الأفقي المار بالنقطة (3,6-) . 
الحل : 6>ر ش 
ب ه أوجد معادلة الخط المستقيم الرأسي المار بالنقطة (7,5-) . 
الحل  :‏ . 7 تع 


والسؤال الأخير بخصوص الخط المستقيم هو ما العلاقة بين خطين مستقيمين ؟ 
من الواضح عند رسم أي خطين مستقيمين فإنهما : 

٠ [1‏ إما أن يكونا متوازيين أي لا يلتقيان مهما امتدا من طرفيهما . 

2 » أو أن يكونا متقاطعين في نقطة واحدة . 

3 » أو أن ينطبقا على بعضهما بعضا . 


مبرهنة 1 - 5 - 4 
إذا كان إرآ مستقيما معادلته ‏ 6+ <ارم: > لا وكان 1.22 مستقيما أخر 
معادلته 62+ ود - لز فإن : 
1[ هه لآ 12٠‏ متوازيان إذا كان 20-122 أي إذايكإن لهما نفس الميل . 
2 » رآ »2ط متطابقان إذا كان ج22 > ,ند وكان «ط > ,8 . 
3 » ولة ٠2لا‏ متقاطعان في نقطة واحدة إذا كان 6 101 ٠.‏ 


٠ 4‏ رآ 2ط متعامدان إذا كان 1- > 21 > 11 


26 


مثال 

أ ٠»‏ إذاكان 7+ 3 - نا : رآ ٠‏ 3+9 :لآ فان المستقيمين رآ ٠‏ رآ 
متوازيان لآأن 2 5-3 2 رلم . 

ب ه اذاكان 3+7 ع نق: رر1 ٠2‏ 9+ <«1/3 - - لا: جرآ فإن 1- >2 »,111 
أي أن سآ ٠‏ 2آ متعامدين . ظ 


ج » ذاكان 5 -و3+ 22 : 699-10٠9801‏ + 4 :ورآ فإن : 


4 2 1 
إدن ا د كد وكدذلك و - 


مثال 
أوجد نقطة تقاطع المستقيمين 

(1)... 4+«3#- بور 

(2)... 2+5 تور 
أي إيجاد نقطة تحقق المعادلتين معأ وهذا يتطلب حل المعادلتين أنيا باستخدام أحد أساليب 
حل المعادلات الخطية الأنية مثل الحذف أو التعويض أو الرسم والآن نس تخدم أسلوب 
الحذف. 
واضح أنه بطرح المعادلة الثانية من الأولى نجد أن : 

[ + - ع جح (1-) + » - 0 

وبالتعويض في المعادلة (1) نجد أن : 


1١-3)1(+4->7 
.)1,7( إذن نقطة التقاطع هي‎ 
تمارين‎ 
أوجد ميل القطعة 72 إذا كان‎ » [1 
لا , (76)3,7 »6 (2,3-)لا , (27)0,0 2 »8ه‎ )-2,-3( 


2. أوجد طول القطعة لإ7 في الحالات الواردة في السؤال الأول أعلاه . 
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3 » أوجد معادلة الخط المستقيم في كل من الحالات التالية : 


ين # . افك 3 :ووسن بالتقطة :2253 
جه © يمر بالنقطتين (7- 003( و )5 2 2 


04 .6 1١ 


هه ه أفقي يبعد عن المحور الأفقي 5- وحدات . 
و © رأسي يبعد عن المحور الرأسي 5- وحدات . 


4 » إذا كان 


أ ه. وكان 741.2:.آ فأوجد قيمة 11 . 
ب ه وكان 1.2 ل0.]آ فأوجد قيمة 52 . 
5 » أوجد نقطة تقاطع المستقيمين 
0 - 7+ ع4 29 
0 > 3- 5+7 


6-1 الدالة الأسية والدالة اللوغاريتمية 


7+ يزمر ع ل 
15 + <«4 ع بور 


:وآ 


تعلم من دراستك السابقة مفهوم الأسس وخواصها وسوف نراجعها معا قفي 


هذا البند . 


إذا كان 2 عدداً طبيعياً وكان 2 عدداً حقيقيا فإن : 


فمخلا 
2 22 - 23 


(ه مرة) ,2.3.8...8 > ”2 


يسمى العدد 2 الأساس ويسمى العدد 2 الأس والمبرهنة التالية تعطي ابرز خواص 


الأسس وقوانيتها . 
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: ح لج © 3 [ دلج 22٠‏ 58ج د"ج 52ج ااه[ 
3 
"6 "ج ع "(طه) ‏ .6 ""ج- "”م) 5.0 »ود 2 .4 
2 5 0 5 6 7 
م ع وصج 0غيع , 1[غدج ,"جح "جح ».9 
-ج ج لععجم, "6 -"ح 10٠‏ 
مثال 
حل المعادلات التالية : 
1[ له 32-<تع 
الحل : 
لاحظ أن 32-25 ء لذن 25 2 تير ومنها ‏ 2 - 
2ه 64-:-2 
الحل : 
لاحظ أن 25 - 64 لع 25225 ومنها 6ت 
3 5*1 
الحل : 
لاحتلذاآن 59521 إإزن. 5*2392 : : ومنها 0 تن 
والآن نقذم الدالة الأسية على النحو التالي : 
تعريف 1 - 6 - 2 
إذا كان 0 <2 ء [1ضآج فإن الدالة 8 جلب2 :1 
بحيث إن *ج >ت(1)2 يسمى دالة أسيا أساسه 2 . 
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وإذا أردنا رسم منحني () 1 لقيمة معطاة فإننا نكوّن جدولاً من النفاط التي تحققه ثئم 


تنصل ديهما . 
مثال 
ارسم منحنى الدالة ‏ *2 > ()4 حيث طعي 
الحل : 
نكون جدولا كما يلي : 
3- 2- 1- 3 2 1 0 َ» 
1/8 6 1/2 8 4 2 1 10 


نعين هذه النقاط في المستوي البياني كما في الشكل ( 9 ) ثم نصل بينها لنحصل على الرسم 
البياني المطلوب . | 


الشكل (9 ) 


من الجدير بالملاحظة أن مجال الدالة هو 2 ومداه هو *2 

والسوؤال الذي نسأله الآن هو ما معكوس الدالة الأسية *2 > ()* حيث 0 < 2282 1 2 
؟ِ 

لنحاول الإجابة على هذا السؤال بوضع *ج > بو 

ونحاول ان نعبر عن بدلالة لا ء فنجد أنفسنا غير قادرين على ذلك إلا إذا عرفنا دالة 


جديدة يسمى الدالة اللوغارتمية . 


030 


تعريف 1- 3-6 

إذا كان 0 <2 2) 1[ 2# عددا حقيقيا ثبتا فإن العبارة *مع بر 
تكافئ العبارة 2 لا.108-* أي أن ا هي لرغارتم لإ للأساس 8 . 
لاحظ أن مجال الدالة اللوغارتمية هو *2 وان مداه هو 2 . 
مثال 

لاحظ ان 297 8-2 و هذا يكافئ 28و10 - 3 ٠.‏ أي أن لوغارتيم 
8 للاساس 2 حعو :4.3 


ميرهنة 1- 6 - 4 
إذا كان 0 <2 .)21 2 0<نإ.* فإن 
لامع10 + ا رع108 > (7<) يع10 ٠»‏ [ 


لم10 - » مهه! > 2 موا و2 


38 108 2" -12 108 * 


مثال 
حل المعادلات التالية : 
[» *او108 > 3 
الحل : 
العبارة “او108 > 3 تكافئ 5 - 53 دير 
2ه 4, ع10 ع 2 
الحل : 
العبارة المعطاة تكافئ 2-جم بج شيرع 4 
لاحظ إننا أغفلنا 2- لأن أساس اللوغارتم يجب أن يكون موجبا . 
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3 » 3 > عتمورعه21 + «اورعه1 
الحل : 
لاحظ إن الطرف الأيسر يساوي 


0 ع- 10 ديرا جح 1[ دعن مع ]1 2 3 حت 0ع 10 3 حت 2108101 + 00000 
اختصر 5 مرع10 


لاحظ أن : 


3 2 و3108 2 3 وعه! 1‏ د 8ربهها! 5507 
0 2 بوع410 2 وع10 16 رم1]08 


أما الدالة اللوغارتمية فيرمز له على النحو التالي : 

0 <2, 2*1 : 2«امعم1 > (<) 1 
ومنحنى هذه الدالة ينشأ بعكس منحنى ‏ “2 - (<) 1 
والشكل ( 10) يوضح ذلك . 


الشكل (10 ) 
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ملاحظة 1- 6 - 5 

1 « إذا كان أساس اللوغارتم 10 فإنه يسمى اللوغارتم الاعتيادي . 

2 هنالك عدد حقيقي غير نسبي يرمز له بالره:زض »© وهو يساوي تقريبا ‏ 2.71 . 
وإذا كانت © هي اساس اللو غارتم فإنه يسمى اللوغارتم الطبيعي لأآن © تسمى 
العدد النايبيري ونسنخدم ()12 للدلالة على <امع10 . 


3*» ومن ابرز خواص اللوغارتمات الطبيعية هي لأي عدد حقيقي موجب © يكون 


رلا 


6 دع 
تمارين 
1 اختصر ما يلي : 
,يها 0" 42 .هع 36 .6 20 
6 بع10! »ع 
2» إذا علمت أن : 
2 - كيعو! , 2.81 > 7 يوها 
فأوجد قيمة ما يلي : 
8 رع0! »ا 5 مع0! »3 
3 » حل المعادلات التالية : 
6 ح- *(0.4) ه56 [>-(3<2+6- 2<) ورعه[ »2 
2 - 4يعه1! ٠»ء‏ 
4 » أوجد مجال الدوال التالية : 
(32+2) م1 ع (2«) 2 ٠ه‏ 0[ > (2) 1 »6 *ه > )2 ٠ج‏ 


0٠ 1 )( - 4سا‎ 
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الفصل الثاني 
الغابات والا سعدمم ارية 


الفصل الثاني 
الغايات و الاستمر ارد به 


0021115 ) 21101 1111115نآ 


يعتبر مفهوم الغاية من أهم أنمعاهيم الرياضننية المس تخدمة في حساب التفاضل 
والتكائك: فظنا لناتهذا الفوضى عنمن تون مارو :قن دوقية السراهدي الأسائسية للتطلين 
الرياضي آلا وهي استمرارربة راشتقاق وتكامل الدوال 

ولذلك ننصح الطالب أن يهتم كثيرا بفهم موضوعات هذا الفصل لأثها تتساعده 


على فهم الموضوعات اللاحقة . 


2 - 1 غاية متغير 
سنعرض في هذه الفقرة مفهوم غاية متغير مع بعض الأمثلة والملاحظات التي 


توضح هذا الموضوع . 


تعريف 2 - 1-1 
نقول عن متغير « إنه يقترب إلى النقطة »© من اليمين » ونعبر عن ذلك بالكتابة : 


“*عييير أو ع مدي 
6< 


إذا تحقق الشرط التالي : 
مهماكان العهدد الصغير الموجب 6 » يمكن ايجاد قيم للمتغير “ا في الفترة المفتوحة 
(8+هع ,ء) . 


يي اال يي 2 ا 


8+ بن لهم اح 


: نقول عن متغير ا إنه يقترب إلى النقطة » من اليسار » ونعبر عن ذلك بالكتابة‎ ٠» 
عجبيىيي أو سجر‎ 
: إذا تحقق الشرط التالي‎ 
مهما كان العدد الصغير الموجب 5 » يمكن ايجاد قيم للمتغير * في الفترة المفتوحة‎ 
. ) »-8 , ©( 
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( 0 


ع حب ع.ر 6- 


٠ه‏ نقول عن متغير *. 'نه يقترب إلى النقطة © ( من الجانبين) ونعبر عن ذلك بالكتابة: 
2 7777-7 -, 


مهما كان العدد الصغير الموجب 5 ٠يوجد‏ قيم للمتغير *« في الفترة 
المفتوحة (8+ » , 0-8) أي يوجد قيم ل *« تدقق المتباينة 8 >إع--*«|. 


عح سس ب ا ع | ا حم 


68+ ه>ه 2-٠‏ 6 
نسمي © في هذه الحالة غاية المتغير *« . 
مئال 


ذا كان ا المتغير الذي يأخذ القيم ... ,م* .... ,2* ,“ا حيث + ى» 
10 
فاإنت +1 هجل- بير لاأنه مهما كان العدد الصغير الموجيف 58 يوجد للمتغير خا قيه 


في الفترة (1,1+8) ولتحديد قيم *« هذه نحل المتباينات 1+8 > م«ا>1 أي نوجد هم 


5 1 
التى تحفق ‏ 1+8> ل +]> [1 
اي 10 


وحل هذه المتباينات هو 6> ١‏ أي "10 ومنه ‏ - ع2<10 
10 
مثال 
إذا كان ا المتغير الذي يأخذ القيم : ... ,م ,... .2“ ,1« حيث 1 1[ خا 
10 


فإن 15جهلل « الأنه مهما كان العدد الصغير الموجب 8 » يوجد قيم ل * 
في الفترة (1-5,1) وتحدد قيم ا هذه كما في المثال السابق . 
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إذا كان ا المتغير الذي يأخذ القيم ... .,م,< ,... “ا . “ا حيث : 


م فردي ٠١‏ +1 
8 10 
1 - 2 
م زوجي ا ل -[ 
100000 
فإن «٠1‏ « للأنه مهما كان العدد الصغير الحوجب 8 يوجد قيم ل # في 


الفترة (1-8,1+8) وتحدد قيم « هذه كما في الأمثلة السابقة . 


ملاحظات 2 - 1 - 2 
أ. قد يقترب المتغير * الى النقطة »> دون ان يأخذ هذه القيمة فمثلا : إذا كان # يأخذ 


1 
10 


القيم : ... , م* ,... ,2* ,1< حيث عد وير فان 0 ع«ط+طل ل - بر ولكتن 0*#ي 


لأن 0 غ#دمءا مهما كان م من 25 . 

ب . ليس من الضروري أن يكون للمتغير * غاية محدودة » إذاقد نجد متغيراً + 
يأخذ قيما تكبر بدون تناه بحيث تصبح أكبر من أي عدد موجب 34 . في مشل 
هذه الحالة نقول إن المتغير *« يقترب إلى م+ ونكتب ص سي جد 

فمثلا : اذا كان * يأخذ القيم ل ةق 22 أكاأن صو حمس عير 

وقد نجد متغيرا * يأخذ قيما تصغر بدون تناه بحيث تحقق المتباينة 84- > * مهما كان 
العدد الموجب 754 ء في مثل هذه الحالة نقول إن *# يقترب إلى - ٠ه‏ ونكتب ‏ ب-- يْر 

مطضمثلا إذا كان ا يأخذ القيم ‏ 3"....2-.....29-,9-,3-فإن -ه- ملو . 


* حيث ع٠‏ 0 فإنه يوجد  5<0‏ بحيث يكون << قيم في 
الفترة (8+»ء , 5 -©) لها نفس إشارة ع. 

.  :ناهربلا‎ 

إذا فرضنا أن إشارة » موجبة أي أن ع > ٠0‏ فإنه يوجد 5 بحيث أن ٠‏ > 85 >0 
ومنه فإن 6-8 >0 وبما أن عجه «رء فإنهيوجدقي مل « تحقق 
المتباينة 85> | ع -» | » أي يوجد قيم ل ا تحقق ‏ 8>ع-»* > 8- ٠أي‏ يوجد 
قيم ل * تحقق | 8+ع > << > 8-ع وبما أن 5-» > 0 فإن قيم *« هذه لها إشارة موجبة مثل 
إشارة »ع وبالمثل نبرهن الحالة التي تكون فيها إشارة © سالبة. 
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2-2 غاية الدالة 17111111013 11211-01رآ 


إذا كائت («)1 -7 دالة ما بالمتغير ا ء فإننا نعلم ان قيم لز تتغير مع غير قيم 
فإذا اقترب المتغير *« إلى غاية ما ©ح فإنه من الطبيعي ان نتساعل عن غاية الدالة 
/ز وكيف نوجدها 2 ولتوضيح غاية دالة بشكل حسي نلاحظ ما يلي : 
إذا شكلنا متتالية من قيم *« ( أي من مجال الدالة ‏ ) بحيث تؤول إلى »© مثل : 
وو" ا0... 73 و2»” و زكل"ا 


1)1( , 1)<62(, ,(مغ)؟ ,... و(1)03‎ ٠٠ 
. تمثل متتالية من قيم الدالة وتعبر عن سلوك قيم الدالة + وتوحي إلى غاية هذه الدالة‎ 


فإن 


مثال 
إذا أردنا إيجاد غاية الدالة ‏ 3+*خ ل عندما ينتهي المتغير « إلى 1 فإننا 


نأخذ متتالية ١‏ ....م* .....3* .2« ,0* من قيم « تقترب من 1 ونوجد متتالية قِيم 


للدالة ١‏ للمرافقة كما في الجداول التالية : 


ااانا الاااع اتيك اتيت ]الات لات 
]لانت الالنت] الااوتت] لانت ااا 111 


لاا ارون الالاري الاو امسن الام 
نلاحظ من هذه الجداول أنه سواء آلت * إلى 1 من اليمين أو من اليسار فإن لا تقترب 
من 4 ممايشير إلى أن غاية الدالة هي 4 عندما ينتهي المتغير « إلى 1. نعبر عن 
ذلك بالكتابة 4- ا بمز! 

[ج+- 
٠‏ يمكن للتحدث عن غاية دالة (*)1 عندما يقترب المتغير « إلى نقطة » دون ان 
تكون »ع من مجال + . 


مثال 


ليكن الح -600 ولنوجد غاية 400 عندما يقترب المتغير « إلى 1 . 


نلاحظ أن هذه الدالة غير معرفة في النقطة 1 ٠»‏ ولكن من الجدولين التاليين لبعض قيم » 
وقيم (408 نلاحظ أن : 


2- (*)1 جز[ و 2- (*)1 رصزا 
*1جي ادي 


ا 150101 لالس 9 


جدول يبين غاية («)/4 عندما يقترب ا إلى 1 من اليمين 


91 ااتاة ادت 1 0ه الب 0 اكلا 


جدول يبين غاية (<) عندما يقترب *« إلى 1 من اليسار 


مثال 
ليكن فك -(802 ولنوجد غاية (2) عندما يقترب *« إلى 1 من اليمين 


ومن اليسار. 
نشكل متتالية من قيم « التي هي أكبر من 1 وتتناقص مقتربة إلى 1 من اليمين ثم نوجد 
قيم («)4 الموافقة فنحصل على جدول كالتالي : 


نلاحظ من هذا الجدول أن هم+- (1)«2 «رزز] 


1ج نم 
ولمعرفة غاية («)4 عندما يقترب « إلى 1 من اليسار نختار متتالية من قيم * التي 
هي أصغر. من 1 وتزداد مقتربة إلى 1 من اليسار ثم نوجد قيم (2)+ الموافققة فنحمصل 


على جدول كالتالي : 


نلاحظ من هذا الجدول إن مم (*)1 ج12 
[ج>ي» 
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*٠إن‏ الطريقة التي سلكناها لإيجاد غاية دالة في الأمثلة السابقة هي طريقة حسية توحي 
إلى غاية الدالة ولكنها ليست الطريقة العلمية الرياضية الدقيقة التي يس تخدمها 
الرياضيون في دراسة الغايات » لان الرياضيين المختصين يعبرون عن مفاهيم 
الغايات بقوانين واصطلاحات رياضية سنوردها فيما يلي . 


تعريف غاية دالة بالقوانين الرياضية 2 - 2 -1 

لتكن م دالة معرفة في كل نقطة من نقط فترة مفتوحة 1 تحوي © ( يمكن 
أن تكون © غير معرفة في » نفسها ). 
نقول عن عدد .1 إنه غاية الدالة (02)/ عندما *« يقترب إلى ء (أو أن .آ هو 


غاية الدالة ؟ في النقطة ع) ونكتب .1- (4)2 بزل إذا تحقق الشرط التالي : 
6 د 


ع > | آ- (*) | > 85> إع-يا! > 0 : 38<0 0<ع© 
* إذا وجد عدد مثل .1 هذا فإننا نقول : ان للدالة © غاية في النقطة »ع ٠‏ أو إن غاية 


؟ في الند لنقطة © موجودة . 


الشكل (1) 
مثال 
استخدم التعريف السابق لتثبت أن غاية الدالة 3-1 -(«)4 هي 2 عندما » 
يقترب إلى 1 
الحل: 


ليكن 0>8 ولنوجد 0>5 بحيث يكون : 
ع >[ 20-2) !| د 5 |1-: | > 0 
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إن >1 | ج©ه ع>|[1-<* |3 جه ع>|2 [1- 3ه ع > |2-(») | 
فإذا أخذنا 5 - 8 تجد أن : 
ع > |2-(4)2| <- 65>[ [1-«« | >0 
3 اج 
ملاحظات 2-2 -2 


أ. إن الطريقة المستخدمة في حل المثال السابق وإيجاد 5 المقابلة ال + تكون ممكنة 

وسهلة عندما تكون الدالة («)؟4 خطية بسيطة ولكنها طريقة صعبة إذا كانت الدالة 

(«)* غير خطي ولذلك ستنقدم بعد قليل العديد من المبرهنات التي تساعد في حساب 
الغايات دون اللجوء إلى 85 و ه وطريقة التعريف السابق . ١‏ 

ب . من دراسة خواص القيمة المطلقة نعلم ان العبارة 85>إع-« | تكافئ العبارة 
8+» > » > 5-ه وأن العبارة ‏ #8>|.آ[-(<) | تكافئ العبارة ‏ ع+.2(>1) 4 >ع-.آ 
ولذلك فإن التعريف السابق يكتب على الشكل التالي : 
لآ > (*)1 وجب ©©> (ع+تطآ,رع-ل) » (»)آ 2 (و ل ,ؤ-ء) عع 0< 8 3 0<ع 9 

60ح ين 

ج . قد تكون الدالة م غير معرفة في النقطة ه ومع ذلك يوجد لها غاية في هذه 
النقطة . 

مثال 

إذا كان 00-3 لكل #0» فإن 3- (506 يونا مع أن (0)؟ غير موجودة 
ب 


ك1 


لسرم - 


الشكل ( 2 ) 


00 


(©)1* (*) 1 يبن[ 
ة ١‏ 
مثل 


إذا كانت 0 0م فإننا نبرهن كما في المثال السابق تماما على 
4< #8 
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أن 3-(*)4 ورنخ في حين أن 0- (0)+ أي أن (4)0* (*)! صرزا 
0-» 0ج 

ه. قد نجد دوال معرفة في النقطة » وفي جوار » ولكن ليس لها غاية في © . 

مثال 


الما 0-1 


0< و 
نلاحظ أن هذه لدالة معرفة في النقطة 0 ولكن ليس لها غاية عندما « يقترب إلى 0 . 
» سنقدم فيما يلي بعض الأمثلة الهامة عن الغايات لبعض الدوال التي يكون استخدام 
التعريف 2-2 - 1 سهلة في إثبات صحتها » ونلك لكي نس نفيد منها ومن بعض 
المبرهنات اللاحقة في حساب الغايات لدوال يصعب استخدام التعريف 2- 2- 1 في حلها 


مثال 
0< 


ه ينتج عن هذا المثال انه إذا كان ه عددا ثابتا ماء فاإن وال 


وهكذا فان : 5 >5 ون و 10-210 وررن الخ 
ب 2 
مثال 
إذا كانت *«- 400 فإن اع (*)/ بز 
٠‏ ينتج من هذا المثال أن > << بورز] 
عت 
وهكذا نجد أن : 1- * بررز] و 5< وررز] ... الخ . 
ل دج 

و٠‏ يمكن الاستفادة من بعض العمليات الجبرية البسيطة في حساب بعض الغايات التي تظهر 

غير واضحة عند التعويض المباشر كما تبين الأمثلة التالية : 
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- («)؟ فأوجد غاية (*«)1 ورنز| 
3 


نلاحظ انه عند التعويض المباشر نصل الى صيغة من الشكل © وقن:ضيقة يدر 
محددة سوف ندرسها لاحقا . ولكن نعلم أن (3+<2) (3- «) - 2-9 ولذلك فإن : 


6-(3 + *) بز[ - (3+ هخ (3-»س» 


مذ > (*)1 بررزز 


(ج-ع» (3-ه) 3 3ح 
مثال 
12ج 32- 
ومو 1102 د و وي فاونجف ما 
[-خ* 1ج 
الحل: 
9+نخ3-)(2-1 
6- (و عدو صن - 50 طحت زر - 0 من 
[جدير 2-1 1ج [ج+: 
مثال 
5 2 -خ 5 
و< 
57 ئ*# 0 
الحل : 


بالتعويض المباشر نصل إلى صيغة 5 ولكن إذا ضربنا بسط ومقام الكسر 


0 بمرافق المقام الذي هو 0/2-+ له نجد أن : 
2+ «له 2-ي# 1 +222 ' 
2+ «ل. . 2/- عله دج 2- «له وجهر 

7-(2/+ )رونا (2لد+ )2 »م 


0 2- يي > 


2ج 


02 


2- 3 مبرهنات أساسية في حه1ئب الغايات 
سنقدم فيما يلي - بدوز: برهان- بعض المبرهنات التي تسهل علينا حساب نهايات 
الدوال بدون استخدام الألحريف 2- 1-2 . 


مبرهنه 2 - 3 - 1 


إذا كانت للدالة 1 غاية في النقطة ع فان هذه الغاية وحيدة. 


« ينتج عن هذه المبرهنة أنه إذا عرفنا ان .آ- (*«)4 م11 فإننا نستطيع الحكم على ان 


جيم 
كل عدد حقيقي يختلف عن .1 لن يكون غاية ل (2)+ عندما ‏ يقترب إلى © »2 وهذا 
يساعدنا على حل تمارين من نمط المثال التالي : 


مثل 
برهن على أن العدد 4 ليس غاية للدالة «2 -(4)«2 عندما يقترب- ا إلى 1 . 
الحل: 
يمكن أن نبرهن بيسهولة معتمدين على التعريف 1-2-2 ان 2- (*«0)+ :1 ولذلك 


أ[جع-ح- 


فإن 4+ («)4 و1 بسبب وحدانية غاية الدالة . 
[جع 


فبراهنة ود قا 2 


21 نآ - (*) 1 رما 
4-1 
6-2 0<-(1-(*)1) 1121[ 
١-1‏ 
3. 0> إسآ !|1)<١-‏ :نذا 
6ج« 
ملاحظات 2- 3- 3 


أ. إذا أخذنا - في المبرهنة السابقة - 0 .1 نحصل على التكافؤ الهام التالي : 


0 - )4 و11 <> 0- |(*)!| يوز[ 
جع جع 


03 


فمثلا لو أخذنا *«-(*)5 فإننا نعلم أن 0- « مرزز ولذلك فإن 0-|<| ممز! 


0ج يه 0ج 
ب . يمكن أن نبرهن بسهولة على أنه إذا كان ا[ - («)؟ جومز1[ فإن إآك |(« )؟| نذا 
عج» جع 
فمثلا نعلم ان © -< بزل ولذلك فإن اء ك | ! صمذا 
عجدمى > جدعر 


مبرهنة 2 -4-3 
إذا كانت بيم,+4.,ط ثلاث دوال تحقق : 
(«)ع > (*)+ > (*«)ط لكل « تنتمي إلى فترة مفتوحة تحوي © . 


وإذا كان رآ - (*)8 بررزر - (*«عط رررز] فإن .1ع (*)1 11آ 
جد 


دن )2-6 
مثال 
٠. 0 5 3 35‏ 
نعلم أن |*|> ظ ك0 وأن0-<-|*| يجنز -0 جممز1ا ولذلك فإنه 
>« + 1 0خ 0جي»س 
ينتج عن المبرهنة السابقة أن 0- خا . مرا 
+1 0جسين 


مبرهنة 2- 3 - 5 


إذا كانت 7 و ع دالتين بحيث ان |[ (<)1 نا وى دآع (*)ع ممزا فإن : 
22-6 0-22 


[ء بآلر+ 21 -[(*)8 مر +()24] برز1[ مهماكان العددان ‏ 2 و ثر. 
- : 


2. وسآ. ربا - (<)ع.(*) 1 150[ 


عجو 
8 : 

3 حك مزا بشرط أن تكون ‏ 0*#جآو 2(*0«)م 
دآ »)8 جع 

مالاحظات 2- 3 - 6 


أ. باختيار مناسب للعددين 2 و دم نحصل من (1) في المبرهنة السابقة على بعصض 
الحالات الخاصة والهامة في حساب الغايات كالحالات التالية : 
. إذا أخذنا 1 - ير -ت23 نحصل على : 


()5 02ز! + ()1 جونز > يآ + رسآ ع [(»ا)ع + (<) 1] انا 
١‏ غ6 6< 


أي أن غاية مجموع دالتبن تساوي إلى مجموع نهايتي هذين الدالتين . 
© إذا أخذنا 1 حت 2 و 1- <نر تحصل على : 


(«)8 ج11 - (*)1 جم11 > دنآ - رآ ع [(جر)ع -(<) 1] دنآ 
6 2-3 جد ع2 


( أي أن غاية الفرق - فرق الغايات ) 
ه إذا أخذنا 2-2 حيث 3 ثابت ما و 20ىمر نحصل على : 


(*)1؟ م1[ 2ع مط - (<) 3.1 روزا 
عج» . عمجي 


ب . بالاعتماد على الاستقراء الرياضي يمكن تعميم البندين (1) و (2) من المبرهنة السابقة 
على أي عدد منته من للدوال . 
جاه ينتج عن المبرهنة السابقة الحالات الخاصة التالية : 


ه إذاكانت © # برآ[ وكانت م + - جآ (أو م- >-]1) فإن : 
« + - [(«)ع +400] وز (أو »- - [(<«)ع+(*)2] بز[ ) 
ع 60 
ٍ (60ه . ()1 __. 
© - 0 +2 جدتدت 8 عد عجوي 
7 مم حصنا م 


.6 إذا كانت ه + ع .1 > برآ فان 6 


+ >-(»)ع. (0) 1 طلس و ص [(ع)ع+(*)ل]صز! أما غاية النسبة (*12 


0ج 2 (*«)8 

فإننا لا نستطيع معرفتها مباشرة ٠‏ إنما نقول : انه لدينا حالة غير محددة من الشكل 2- 
ولدينا حالات غير محددة عديدة منها : 

1 0 و 60-- مه 0 ه.0 0 0 0 

زو 0 


وان عملية إيجاد الغاية لهذه الحالات غير المحددة تدعى إزالة الحالة غير المحددة : 
وسنورد هذه العملية عند دراسة تطبيقات المشتقة ( مبرهنة لوبيتال) في الفصل القادم . 
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مثال 
إذا كان "عام +... + 2ر3 + بارج + م3 > («) 4 دالة على شكل كثيرة حدود فإن : 


"عوة+ ... + 262 3+ عر 2 + و3 - (0)؟ > (1)2 رررزا 
1-0 


البرهان : 


نعلم أن ©>-«* صم[ ولذلك فإن ©- ع.ع > .»ا ووز[ - 7ع ووز[ وهكذا فإن 
جك« عج» >< 


'ع- '»«سوزل حيث ‏ طىى... ,0,1,2 > . 
6د 


ومنه نجد أن : 
"ع وز[ ملع ...+ “ا سن مت+ ع ووز جامد ع )1 ونا 
0-7 م اه ١‏ 2-6 


(© )1 ع "وى +.... + “عو + عرد + مذ 


مثال 
إذا كانت تبره + شير + بعر 2 > (2«) غ4 


فإن 5- 30(3 + 2( +2-1 -(40 -(*)1 وز[ 


ا 
وك تعد قو ان :ذلك شكل ميعقد الضبيا عل عرد جا 2 براه - («) ؟ أو (3-2:«) مرو > (<)1 أو 
غير ذلك مما يصعب معرفة الغاية بالطريقة المباشرة لذلك نحتاج إلى النظرية التالية التي 
تساعدنا في حساب نهايات مثل هذه الدوال . 
مبرهنة 7-3-2 


اذا كانت سآ >-(2<) 1 جونز[ وكان لآ (*) 1 لجميع قَيم الواقعة في فثترة مفتوحة 


8-6 


تحوي »ع وإذا كانت 1.2[ -(8)9 جز[ فإن : 
إنآدر 


(/ا)8 جرزا > («1(0 ٠5‏ ع) رز[ - جرآ >-((<) 8)1 درا 


إمآجلر عع« +« 
ملاحظة 8-3-2 
عند استخدام الميرهنات السابقة في حل التمارين يمكن الاستفادة من نتائج للتمارين للتالية 
التي كنا قد برهنا على بعضها . 


٠ه‏ إذاكان 2 ثابتا ما ء فإن 8 - 8 مخز[ 
0< 
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ه إذاكانت («)1 دالة كثير حدود فإن (©)4 >-(2)؟ بز[ 


2-2 


٠ه‏ إذاكان ©9>6 فإن ‏ عل - «/ه ومن] 


1-26 
٠‏ غم *بمرسز| 
2-0 
ه إذا كان ع>0 و ع* 1‏ فإن ‏ عه1>* صارمز] 


ع جدير 
ا 


١ 1 _ِ‏ ! 
"٠‏ ع- *(« + ]) يصن - *( + 1) روزا 1 
بي * »ير 


هه غ98 - *لآبجم:1[ (بشرط ع>0 عندما يكون « عددا زوجيا) . 
6 
لتكن 1-2 - 0ط فأوجد («عط بز] 
0ب 
الحل: 
نلاحظ انه إذا وضعنا 1-2 -0)+, ا ا بإل.-7)ع8 نجد أن : 


ومطع 2ع«-ال - 60ل - )ع > و و مج 


ولذلك فإن (2(0 ٠‏ 8) ص1 > )اط ص1 


ولدينا 1 (2» -1) ورزز ‏ (2)؛ ونا 
0ب كا 
كما أن 1 - الدع نإل وز[ > (ز)ع ونا 
اجر أآجر*نر 
ولذلك فإنه ينتج عن المبرهنة السابقة أن : ١‏ -(«*)(4 مهع) سنا 
جنا 
أي أن 1 > عط ونا 
0ج 
مثال 


إذا كانت .1ع (*)1 مز حيث (.0>1 فبرهن على أن آها- (<«)4ضا ووز[ 
١‏ عجى» عجي» 


تنضيع /م[ > (72) ع فنجد إن ( 14 صا > ((>) ؟) ع - (*) 1 مع) 
لهاك برها ون >(9)ع ومن > («)(2 ٠‏ 8) جسن[ -(»)؟ مأ وز 


007 اج ا و 6 
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ه مثال : 


)ما 
0 
الحل : 
1 
نلاحظ أن : «(* + 1) صا ع (« + [) دآ + اكات 
» 


ا 
فإذا وضعنا * («+1)-(*)4 نجد من الملاحظة (2- 3- 8) أن 0< (:*)! رررز[] 
0ج 
,22 
ولدذلك فإنه ينتج - عما تقدم في المثال اعلام - أن : 


دعها د ((*)؟ وتلاه ع عمسن ل#خااطا 


0 0 مجع 


كان .آ - (<)؛ ومز] فإن 2 “ع - (*) ووز[ . 
2-20 6--* 


مبرهنة 2- 3 - 9 


إذا كان 0 - (<)1 بم[ وكانت (<«)ع دالة محدودا فإن : 


عجان 


0 > (»«0)ع(*)1 م17[ ٠.‏ 


2-2 


وكتطبيق على هذه المبرهنة نلاحظ أن 0 - ل هأة< بز وذلك لان 0 - * يبز[ كما 
4 


0ب« : 0 


إن 58 دالة محدود . 
» 
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2 - 4 الغايات من جاتب واحد 

إن دراسة غاية الدالة («)* عندما ا يقترب إلى © هي دراسة قيم (2)/ 
المقابلة لقيم *« وذلك عندما يتحرك المتغير *« مقتربا من ©. وعند دراسة غاية متغير 
في (1-2) وجدنا أن « قد يقترب إلى © بقيم أكبر من »© ٠»‏ أي أن *« يقترب إلى ع٠‏ 
من اليمين وعبرنا عن ذلك بالكتاية *ه جل ,رء وقد يقترب *« إلى <> بقيم أصغر 
من ع. أي أن *« يقترب إلى ٠»‏ من اليسار وعبرنا عن ذلك بالكتاية اعجلم . 
وقد يقترب «* الى © من الجانبين وعبرنا عن ذلك بالكتابة عه * .وان 
دراسة غاية (*«)4 عندما *# يقترب إلى © تتضمن : 
- دراسة غاية («)14 عندما « يقترب إلى © من اليمين التي نرمز لهاب 
(«)؟ مم1 ونسميها غاية الدالة 1 في النقطة ه من اليمين . 


“ع جرم" 
- دراسة غاية ( )1456 عندما يقترب إلى © من اليسار التي نرمز لهاب 
(«)؟ جمزط ونسميها غاية الدالة 4 في النقطة ح من اليسار . 


اعجسير 


٠‏ نسمي كل من (*)1 110 و (*«)4 1[ غاية للدالة (*)1 في النقطة ٠‏ من 


ع +« اعجع 


جانب واحد وتعرف هذه للغايات بالقوانين الرياضية كما يلي : 


تعريف 2 -4 - 1 
٠‏ نقول إن الدالة (خ)4 يتناهى للنقطةء .1 عندما يقترب المتغير *««ا إلى النقطة ح من 
اليمين » إذا تحقق الشرط التالي : 
©ع> | سآ - (*)4| هه 53ب > بيعر>ح : 0< 3 0< ع ؟ 
وفي هذه الحالة نكتب (*)1 م11 آ1- ونسمي 1 غاية الدائة (*«)4 في النقطة 


د 
هن النمية. - 
٠‏ نقول إن الدالة (*)4 يتتاهى للنقطة 1 عندما يقترب المتغير *« إلى النقطة ء» 
من اليسار ٠»‏ إذا تحقق الشرط التالي : 
ع> |ع©-4)*0| 2< عحع> > 5ن : 0< 65 3 0<عج ب 
وفي هذه الحالة نكتب .1 - (*)1 بم:ز1[ ونسمي 1 غاية الدالة («)+ في النقطة 


اعجسوع 


©> من اليسار . 
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ملاحظات 2 - 4 - 2 ا 


1ع (:)! ورزكه آ - (<)! رون[ 


عجوم« اسع 


الشكل ( 3) 

ب. قد نجد دوال معرفة على يمين 6 فقط ( غير معرفة على يسار ( وفي هذه 
الحالة نستطيع دراسة وجود غاية من اليمين فقط . 
وقد نجد دوال معرفة على يسار 6 فقط ( غير معرفة على يمين ع( وفي هذه 
الحالة نستطيع دراسة وجود غاية من اليسار فقط 5 

فالدالة سس > («) 1 معرفة على يمين النقطة 0 وغير معرفة على يسار هذه النقطة» ولذلك 
4 

*0جن» 


(*:)1 مرذا 


0ج 
أما الدالة 4/1 >-(خ#)* فإنها معرفة على يسار النقطة 1 وغيز معرفة على يمينها » 
ولذلك يمكن ان نبحث عن (*)1 جم[ ولكننا لا نبحثك عن (*)/ مآ 


“[ج»« *[جى» 
مثال 


إذا كانتت عله 00م فإن 0-(*2)0 صبرز[ 


*0جع» 
البرهان : 
لتكن ‏ 0>8 ولنوجد 0>85 بحيث يكون : 
ع > | 0- («) + | > 5 +0 > يي > 0 
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الشكل (4) 
2>ير اه ع> «#ل. جه ع > (0- «ل | جه ع > |0- («)ع] 


إن 


فإذا أخذنا ع - 85 نجد أن : ع >|4)2-0| <2 ثشع>ير د 0+8>» >0 


ومنه 0- (<)! 11121[ 


*+0» 
٠‏ لاحظ إن *له مم1 غير موجودة لأن «/ه غير معرف عندما تكون »م 
0ج« 
سالية . 
ملاحظة 2- 4 - 3 


قد نجد دوال تملك غاية من اليمين وغاية من اليسار في نقطة ع 
ولكنها لا تملك غاية من الجانبين في © . 
مثال 
0 > : 


إذا كانت 
0 << : 


0 : 
0-1 فإن 1-(*«)1 10 ى 


*0ج» 


0> (*)1 جز ولكن («)1 ]1 غير موجودة . 


0ج»« 0ج 


6ل 


1 


الشكل (5) 


اد 


البرهان : 


- إن 1-(*«)4؟ مم11 لآن: 
0م« 


لتكن © > 0 ولنوجد ‏ 5 >0 بحيث يكون : 
ع >|1-»0)+| ج- 65 +0 > «» >0 
إن : 
ع >0 2ق »>0 جه ع>|1-1| << «> 0 عع >|[0-1)؟! ذخ >0 
ولذلك يمكن ان نأخذ 5 أي عدد موجب لنجده يحقق المطلوب . 


- إن 0-(*)4 ومنل لأن : 
0ج 


لتكن ‏ 0>8 ولنوجد ‏ 5 >0 بحيث يكون : 
ع >|2)00-0 | ج 0 > » > 0-8 
ل ع >0 0>ير هه ع >|0-(<)1|اَىي_ى 0>ح 
ولذلك نستطيع اختيار 5 أي عدد موجب لنجده يحقق المطلوب . 


مبرهنة 4-4-2 
إن الشرط اللازم والكافي لكي تكون للدالة 1 غاية تساوي .1 في النقطة ه هو 
أن تكون للدالة م غاية من اليمين وغاية من اليسار في © وأن تكون هاتان النهايتان 
متساويتين وتساويان إلى لآ . 
وبلغة الرياضيات : 
سآ - («) 111 »> (*)1 وز[ - ا - («)1 نز[ 
]ا ا “+ع 
ملاحظات 2 - 4 - 5 
أ. ينتج عن المبرهنة السابقة أنه إذا كانت إحدى النهايتين الجانبيتين لدالة +4 غير 
مرجووة قن النقفلة ب كاج هده اللوللة: الا وطلك علي في 16 
ب . ينتج عن المبرهنة السابقة أنه إذا كانت النهايتان الجانبيتان لدالة 4 موجودتين في 
النقطة »© ولكنهما غير متساويتين فإنه ليس لهذه الدالة غاية في »© . 
ج . يجب أن نشير هنا إلى ان جميع المبرهنات التي ذكرناها في الفقرة 2 - 3 والتي 
تعالج موضوع نهايات الدوال في نقطة ٠‏ »؛ تبقى صحيحة قي حالة الغايات الجانبية. 
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ليس للدالة “/ه - («) م غاية في النقطة 0 لأنه لا يملك غاية من اليس 


في هذه النقطة . 
مثال 
اذا كانت ا 0 مر ؛ فإننا نستطيع إن نبره 
1 20 2 -] - 
بسهولة على أن : 2 -(1)2 برا وإن ‏ (2-<(*)2/ ومز[ 
)تنم “0جدير 


وبما أن هاتين النهايتين غير متساويتين فإن (*)1 م11 غير موجودة . 


0 
2 - 5 الغايات اللانهائية للدوال 
درستا!في الفقرات السابقة من هذا الفصل نهايات الدوال عندما يقترب المتغير » 
إلى نقطة محدودة © ولكن ماذا عن نهايات الدوال عندما يقترب *« إلى 6+ 
تعريف 2 -1-5 
٠1‏ نقول إن الدالة («0)+4 تنتهي إلى النقطة 1 عندما يقترب المتغير « إلى « 
ونكتب : .1-(*)1 1ن 1[] 


ه ججىر 
إذا تحقق الشرط التالي : 
ع > |إاآ-(*)1| > 1< بير: 0 < 1384 3 0 <ع © 
ونقول إن الدالة (خ«)4 تنتهي إلى النقطة .1 عندما يقترب المتغير *« إلى“ 
ونكتب : .1 -(*)1 111 


هجوي 
إذا تحقق الشرط التالي : 
ع8 > إطآ-0)*| > 1-> #: 0 < 134 3 0 <عج © 
٠11‏ نقول إن الدالة (*)م6 تنتهي إلى ©+ عندما يقترب المتغير « إلى النقطة 
ونكتب : + > (<)1 ما 


6-6 
إذا تحقق الشرط التالي : 
1 <(»4+60 حت 5 > [|ع-ي»«| : 0< 58 3 ١‏ <لز © 
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ونقول إن الدالة (*«)م تنتهي إلى ©- عندما يقترب المتغير « إلى النقطة © ونكتب 


: م - () 1 ررر زا 
8-6 


إذا تحقق الشرط التالي : 
- >(»*<) 1 2ت 5 > |»-«| : 0< 5 3 ه<ك8 ةم © 
1ه نقول ان الدالة («)؟ تنتهي إلى ©+ عندما يقترب المتغير « إلى ©+ 
ونكتب : + -(»<) 1 0 1] 


م جدجعنر 
إذا تحقق الشرط التالي : 
1» <(2«)) جح يع < عرز 0<غ)ز 3 <8 ”7 
ونقول إن الدالة (*)؟ تنتهي إلى - عندما يقترب المتغير ا إلى ©- ونكتب 


: م د (*)1! جونز[ 
م -جد»" 


إذا تحقق الشرط التالي : 

1 - >(<)1 <- غ-> ««ا: 14<0 3 <ك84خ3 ب؟ 
ولدينا صيغ مشابهة للدالة الذي يقترب إلى © + عندما يقترب المتغير إلى © - وللدالة الذي 
يقترب إلى © - عندما يقترب المتغير إلى + . نوضح هذا التعريف بالأشكال التالية : 


سآ > (:) 1 رررزا م - (ع) 1 وصررز] © > (<)1 رررز! 
6-0 2-26 2-6 


الشكل (6) 


)4 فإن 1>-(<)1 يوز[ 


1-00 
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البيرهان : 
لتكن 0>8 ولنوجد 0>154 بحيث يكون 
ع >|1|4)0-1 << 4< |« | 


1+ 
© قفد 


إن : > ع>|1-(»10|ع > 


1 1 
< إما حم عه > سند - 
ع |*<| 


لذلك نختار ددن لنجد أن تحقق المطلوب حيث أن 0>14 
ع6 


و ع>|1-(*)!| <-ت 54 <|«|. 


الشكل )7١(‏ 
مثّل 
بذاكانت لب - رمم فإن -(600 ورز] 
2 2) 2 
البرهان : 
لتكن 0>124 ولنوجد 0>85 بحيث يكون 
46 < |(*)1+| <> 5 > |[]. 
إن 
1 5 1 
عل >(|2-ي| جم الك >#2(2-2) جه 4 | سد داه < | 0 
0 7 (* - 2) | جد |ه 0 
1 
لذلك نأخذ ‏ ل - 85 فنجدها تحقق ب . 
خذ 7 المطلو 
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الشكل (8) 


11 
0 ع ا 
ّْ بير - )4 فإن 
3 | كانت 3 
اد 
)!1 
0 
2# 
الشكل (9) 
بحيث يكون : 
0 < || 
3" ا 
1 
إن : 


له 2 4 200 
جح 
| 2« | 
٠ط‏ < 
يد < < #يرر اج 3خ < 
هب 
|ا*<| 


ها تحقق المطلوب . 
نجد 
ذا أخذنا ك/ثل/ء -عا 
فاد 


ملاحظات 2-5-2 

أ. يمكن تطبيق مبرهنات الغايات الواردة في (2 - 3) في حالة دراسة الغايات عنه 
يقترب المتغير “د إلى ©+ أو .-٠©‏ 

ب ٠.‏ بدون برهان أنه إذا كانت : 

جم بد 3 عابم ج+ "جروج د 


هله 4 خم 


دالة كثبرة حدو د فا غابة هذه الدالة عندما يقترب المدةغ اال صل أو م - ه 
كثيرة حدود فإن غادٍ يقترب المتغير إلى و 


غاية حده ذي الدرجة الكبرى أي : 


"كارة ورز[ > (*)م مم 
مه +جى» + 
كما أن 
"عارة وورزل - (<«)م بر 
1-0 0 


فمثلا : اذا كانتت عر برج + تيرج > (82)ا م 
ه-- 223 - يون - («م وررنا 
وعدج«» عدج 


ص .دع 3و2 - مز > (*)م 1ننزا 
ممدجحى وح ع 


71-1 لو 
+ 315 + ...+ 3_0 + اخ نر 
0 1 11-1 11 5 569 


50 +ع« رط + ... + “ “كيرر_برط + "عاررط 


دالة كسرية ( بسطه كثيرة حدود ومقامه كذلك ) فإننا نقبل بدون برهان أيضا أن : 


م 


1. الك -«)1 وروز إذا كان 28-5. 
0 دهج 


0) 


2. 0 > (*)؟ جورزا إذا كان 2 <02:. 
عه رح < 


3 م - أو م + اع («)1 10لا اذا كان 5210 . 
+ جح 


الما 
9 

8 ]ا وبعد إجراء الاختصار المناسب 
"ابرط مجر 


ونحسب هذه الغاية الأخيرة من حساب 
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1 - بام + 7 يرع 2ر5 


0000 7 8- 
1[. اذاكانت الل م هت («)1 كإن 4 ص اللا (ي)خ ممة: 
بره 3:2 + 27 7 2 8 0 
000 عه اي 1 
2. اذا كانت ري كي 7 (*)1 فإن 0 > (*1 رررز[ 
5+ 5ر2 35 ١‏ صعج+ب:»: 


2ج + ت3ير4-2ي»3 


+ 3و2 - 2ي 
0 003 00 
فإن ٠:‏ ©+ ع ر-- ويمز1 > <(*)1 م[ > د 0 
2 صداجى مجع 2 - مم جسعم 
ا 
4. اذا كانت . 0 > 3 - يمع 
[ + بير تي 
مألل ء 3 ٠.‏ عو 1 5 
فإن سدم اه قنسة ا 5 عد منا ‏ - (*)1 ومنز[ 
ومع خ ممعبلد ع 2 12 


26-2 مسائل محلولة عن الغايات 

سنقدم في هذه الفقرة بعض المسائل الهامة عن الغايات ويمكن الاستفادة من هذه 
المسائل في حل تمارين أخرى مشابهة بصيغتها لهذه المسائل » كما نوضح ذلك في التطبيقات 
التي ندرجها بعد كل مسألة . 


مسألة 2- 6 -1 


إذا كانت 0 - ()ة دالة كسرية ( أي أن ()2 و (*«)0 


ز)م 


كثيرتي حدود ) وكان 0*#(0)6 فإن 5-6 0 سنا 
البرهان : 
من المبرهنة ( 2- 3- 5) لدينا : ش 
() 2 11 ! 


وبالاعتماد على غاية الدالة كثير الحدود نجد ان : 
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(©)17 >- (*«)0 ومن[ و 006 - (*00 1[ 


جنر عجو 


50 


منه - (*)1وررز|] 
5 ()0 عع 
مثال : 
د 
اذا كانت ا١-‏ 24 - (ب)ع 
3+ 2» 
5 1 - 7 (4)1 + 201(3 1 
فإن 7 الحا ااه لك م () 1 وبر[ 
- ذ +(2)1 - (1) اع 
مسألة 2- 6 - 2 
مٍِ 
إذا كانت 8« -(<«)ط حيث ماءبن عددين صحيحين وأولين نسبيا و 0>9 
مٍِ 
فإن 9ه - (*)ل مز[ (حيث © >0 عندما تكون 4 زوجي) . 
6©ج-8 
البرهان : 


مم 98 
تعلم أن 150 5ي»«ا فإذا وضعنا ”« - (4)«2 او ا 4ع 
و “59 )ع نجدأن: 
(«)ط ا ع 0 - (»)*/19 - («)4)ع - («)(12هم 


ولذلك فإن (<)(1 0 8) ومن[ > (نعط بنز1] 


1 - جد 


وباستخدام المبرهنة الخاصة بغاية الدولل المركبة وبعد ملاحظة أن : "ع - (<«)/ وورنا 


6ج 


وأن ‏ 95 - ,ةا بمرز1 نجد أن : 


ادمح 
4ع > “هلآ موزل - (رع صرزر - 000 65) نز - ومطونز 
هينر "عجيل 0 ب 
مثال : 
إذا كانت **« -(*)ط 2 فإن 
2 - 23 - 232 د عط ونا 


2 
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مسألة 2 - 6 - 3 


م 
عع ريم حيث +0 فان داعم > (2) 1 رررزا 
© - 6 2-6 


إذا كانت 


البرهان: 
* إذا كانت 0-م فإن ونع ماحل ومنه 
6-6 


3 5 ص ع 0 > 0 ووز[ > (<*)1ريرنز]| 
2-6 زحة ١‏ 


والتمرين صحيح . 
* إذا كان + عددا صحيحاً موجبا فإن : 


ومنه اك ل شتير ب أكير د (ير)] 
وبالاعتماد على غاية الدالة كثيرة الحدود نجد أن : 
5 لسري" ا لد ا ند كك رع ع 
7 6-66 
1 مره 


8 إذا كان عددا صحيحاً سالب فإننا نضع 25- > م1 فيكون عددأً صحيحا موجبا 


و عندئذ نجد أن : 


ب ”تير 1 1 1 
لل ل |11 سس ووز > («) 1 بون[ 
1-6 عجدج يتح عجسير ج-» 


* إذاكانت + عددا كسرياً ما *# 0 فإنه يكتب على الشكل ‏ 4/م-م حيث م و »؟ 
عددان صحيحان أوليان نسبيً و >0 » ومنه 


مرزولاع) مرولاهم 9 0/6ير 


6 6 2-2 
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فاذا و شعنا 1/9 د > بو و اح ح رز 
نجد أن “د > تبر و ع-ةئط 


وعندما يقترب *« إلى © فإن لاز يقترب إلى 0 ونجد أن : 


الى داس 1 لد بع ل لت ان 
8 كبن عو 8ن تبر 1- و 8 تبر 
98١-65‏ 
ومنه: 
فم م 
م : من ع )كم 
84 1 جيو - و اجر عو 
9-6 
: م.م - 
!-بىون 
9 
لكومع كعومد 9(584لان) مد 09م د 
0 
مثال : 
2 3/2 
بذكت 16-٠‏ اريم 
2-2 
1 3 
فين ٠:‏ ل - 22 3 - أ 22 - نونز 
2 2 2 2 
مثال : 
8ظ 5 +« 
إذا كانت ) ]- 500 فاأوجد (*) ورز! 
2-1 معدجع- 
الحل: 


6 


حيث 5-١‏ -لا يقترب إلى ©+ عندما يقترب ا إلى 6+ . ومنه 
4 1 5 1 1 
3 1 ( 111 5 6 111 - 10 110 
١‏ عدجلا 2 ممدج+ ور 0---«ا 
(حسب 6-3-2 
4ى - 14 2 - 
5 2 .> _ 3 
إذا كات ١ه‏ 7 2717ل - .)م 2 فاأوجد ()111! 
2 + ع4 - 25 5 
الحل: 


عندما #« يقترب إلى 1 نجد أن البسط ينتهي إلى الصفر والمقام ينتهي إلى الصفر 


أي أن 1:40 فهي حالة غير محددة . ولكن نلاحظ ان كل من البسط والمقام يحلل 
1[<- 


إلى حاصل ضرب عاملين أحدهما 1-« أي أن : 


3 ير (3ج+يعره- 2غع)1-«) 
([-2)2 222 (1(0+1-*20 


وعندما « يقترب إلى 1 نجد أيضا أن البسط ينتهي إلى الصفر والمقام ينتهي إلى 


1)( 


الصفر » أي أننا نحمصل من جديد على حالة غير محددة © ونحلل البسط الى حاصل ضرب 


عاملين أحدهما ‏ 1-<ا فنجد أن : 
3ع رخ 0*7 ل 


ع 

2 00-0 
1-3 (3- 1 : 
ومنه نجد أن :1- ع 2د - لوصسن] > () 1 ونا 
2 2 [جيعر ا|اجع» 
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7-2 اسستمرارية الدوال 1"111©)10115 01 0121012110115 © 


تعريفت 1-7-2 : 
ذا كانت 4 دالة معرفة على فترة مفتوحة تحتوي النقطة ©> فإننا نقول إن الدلا 
1 مستمرة عند © إذا تحقق الشرطان : 


1 (*)1 م1[ هوجودة . 
6جن 


٠ [101 1)*<( - !)»( 2‏ 
ع 
ملاحظة 2- 7 -2 
٠.‏ نقول إن للدالة 1 مستمرة من اليمين في النقطة ح إذاكان (©)14-(*)1 بور ز[ 


*عجير 


ونقول إن الدالة 4 مستمرة من اليسار في النقطة عه إذا كان (14)©0-(2)؟ م2ة] 

جك" 
وينتج عن هذا التعريف والتعريف (2- 7--1) - والمبرهنة (2-4-2) أن الدالة *# تكو 
مستمرة في النقطة © إذا وفقط إذا كانت 1 مستمرة من اليمين ومن اليسار في النقطة 


مثل 
4 > ع : 1[ +2 
هل الدالة 4 - »: 8 9 ح- ()] 
4<> : 13+خ«- 
مستمرة في النقطة 4م دع ؟( 
الحل : 


لاحظ ان مجال الدالة هو 72 يحتوي النقطة 4 ثم إن : 
9 - (13+ 3-) وم[] > (*<)1 وز 


4 4ج 

كما إن : 
هه 9- (25+1) س1[ - («)1 ون 
4 4ب 


ولذلك فإن (*«)4م11] موجودة وتساوي 9 . 


4 


كذلك فإن 9<-(1)4 ولذلك فإن (4)م - (*)1 ونز] 


4 


لذن فالدللة 4 مستمرة عند النقطة 4 . 


2-4 


الدالة 


- («)4- غير مستمرة في النقطة 2 -ه لأن 2 ليست من 
مجال هذه الدالة . مع إن غاية هذه الدالة في هذه النقطة موجودة حيث لدينا : 


4 - جع وو - #خخالشحة يور د نونز 


2ج+» 2-» 2 2 
مثال 
هل الدالة 3(2)8-5(2--*)-/-(*)5 مستمرة في النقطة 3 -ج ؟ 
الحل: / 


نلاحظ أن 3 تنتمي إلى مجال * الذي هو (43,5-ع+6 ولكن لا توجد فترة 
مفتوحة تحوي 3 ومحدواة في مجال 1 » ولذلك فإن هذه الدالة غير مستمرة في هذه 


النقطة. 
مثال 
.0 [*| 
الات 50 -: 3 - 1 
0>» : 1 
غير مستمرة في النقطة 0-ه لآن : 
5 4 8 5 
1 - [صوصمن] ع <- ووز - () 1 ورا 
07 # (0جي *0جع 
. كش ال ُ 
بينما 1 - - 1- ما - د ورزا > ()! 10 


0جب2 0ج 0جن« 


ولذلك فإن ‏ (*)04ج11 غير موجودة 
2-0 


ونلاحظ أن هذه الدالة مستمرة من اليمين فقط في النقطة 0 لأآن : 


1 - (1)0 - (*)1 رز[ 
: 2_0 


0 >« هه [ + 
هل الدالة ديج : 3 4ح )1 
0< :و ع1 ] 
مستمرة في النقطة مدع ؟ 
انحل : 
إن النقطة 0 هي من مجال 1 ويوجد فترة مفتوحة تحوي 0م ومحتواة ف 
مجال م مثل «(1,1-) ولدينا : 
(«)! نز[ > 1 > (*)! رسن[ 


07ج-»« 0ع 


ولذلك فإن (*)1 نم11 موجودة وتساوي [ .٠‏ ولكن  1)0(‏ (*)؟ بم[ ولذلك فإن ه 


20 0 


عو 


الدالة غير مستمرة في النقطة 0 . 


مثال 
إذا كانت (*2# دالة كثير حدود فإن هذه الدالة مستمرة في كل نقطة ع من 
8 لأن مجال م هو 8 ثمان (26 - (*)4 صورز] 


6 
تعريف 2- 7- 3 
٠‏ نقول عن دالة © إنها مستمرة على الفترة المفتوحة (8 ,0 ) ( حيث 8 > » ) إذا كانت 
* مستمرة في كل نقطة ©3(ق8 ,»©) . 
نقول عن دالة + انها مستمرة على الفترة المغلقة [8 , ©] إذا كانت + مستمر 
على ,الفترة المفتوحة (8 ,©) وكانت مستمرة من اليمين في النقطة 0ه ومستمرة م 
اليسار في النقطة م8 . 
مثال 
إذا كانت 200 *' م؟ فإننا نجد بسهولة أن # هذه غي 
مستمرة في النقطة 0 لأنها غير مستمرة من اليسار في هذه النقطة حيبه 
 *)00(‏ 0- (*)4 جمز1 ولذلك فإن هذه الدالة غير مستمرة في أي فترة مفتوحة تحو 


0ج 


النقطة 0 . 
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في الفترة المغلقة [0,2] نجد أن هذه الدالة مستمرة لأنها مستمرة في الفترة 
(0,2) ومستمرة من اليمين في النقطة 0 كما أنها مستمرة من اليسار في النقطة 2 . 
/ 
مبرهنة 2- 8- 1 
إذا كانت + و ع دالتين مستمرتين في نقطلة © فإن : 
٠ [‏ الدالة مم + 24 مستمرة في ت مهماكان العددان الحقيقيان 2 ولر. 
2. الدالة مم18 مستمرة في © . 
1 الدالة ل مستمرة في » تحت شرط 0 )و لكل « في فترة مفتوحة تحوي ع 
ملاحذلات 2 - 8 - 2 
أ . يمكن تعميم 1 و 2 من المبرهنة السابقة على أي عدد منته من الدوال . 
ب . يمكن ان نستخلص من المبرهنة السابقة الحالات الخاصة التالية : 
1. إذا أخذنا 1-بم-ه فإننا نجد انها إذا كانت 4 و ع دالتين مستمرتين في 
نقطة » فإن مجموعهما ‏ 1+8 تكون مستمرة في ح 
2. إذا أخذنا 2-1 و 1--ممٍ نحصل على أن حاصل طرح دالكتين مستمرتين 
في نقطة ع هي دالة مستمرة في ع. 
3 إذا أخذنا جه -< 2 (ثابت ) و 20م نحصل على أن حاصل ضرب دالة 


مستمرة في © بثابت عددي هي دالة مستمرة في ع . 


مثال 
بين استمرارية الدالة صا + »له 2< - (»«)ط في النقطة 1-ه . 
الحل : 
إذا وضعنا ‏ “» - («)م ء «لاع («)ع » «صا ع («)ظ نجد أن 

(«) مستمرة في النقطة 1 لأن (0 1ع تعدورزز د (0)؟ يرز 
1+ + 

(«) م مستمرة في النقطة 1 لأن (0ع ع ال - ع«لدون] د («نع ورزنا 
[جع 2-1 

(«) 1 مستمرة في النقطة 1 لآن (0)! - [1ها ح ع«صاورنز - («)ط! بررزز 
ا[ج.ى» 0-0 
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ولذلك فإنه ينتج عن (2) من المبرهنة السابقة أن #ل/. ا -(*) ع . («)4 مستمرة في 
النقطة 1 كما ينتج عن (1) من المبرهنة السابقة أن : 
»اها + »ل 2« - (*)طا + (*«)ع.(«)4 مستمرة في النقطة 1 ٠‏ إذن (*«)4 مستمر, 
في النقطة [ . 
مبرهنة 2- 8 - 3 

إذا كانت © دللة مستمرة في النقطة ه وكانت م دالة مستمرة في النقطة ()/ 
فإن الدالة 18هعم تكون مستمرة في النقطة ‏ ع. 


060 8 1 6 
اال الف 00 
مثال 
وضح استمرارية للدالة ‏ (3+«2 +*<*«) سم[ - («)ط في النقطة 2-ع . 
الحل : 


ذا وضعنا ‏ 2+3 +-(*«)م نجد أن الدالة + مستمرة في النقطة 2 لان 
دللة كثيرة حدود 
وإذا فرضنا لم1 -(9) م نجد ان الدالة م8 مستمرة في النقطة 11-(4)2 لأن : 


(1 )ع > 11لصا ع لإصا وويزا ع (لا)ع وز 
1 


١‏ اجسلنل [ج 
ولذلك فإنه ينتج عن المبرهنة السابقة أن (8508)(*) مستمرة في النقطة 2 ولكن : 
(«)اط ع (3 جيرج + 2ي«نم!ا ع ((<«) )ما > ((<«)])ع - 0 1 
إنن (*«)ط مستمرة في النقطة 2 . 


مبرهنة 2- 8- 4 
إذا كانت ؟ دالة مستمرة على فترة مغلقة ومحدودة [8 , »] فإن م ستكوز 
محدودة على هذه الفترة . وسيوجد 6١,2‏ من [8 ,»ه]) بحيث يكون : 
([8 ب»]» * : (*) 1 ) منص > (8)] 
([8, »ها]ء *: (*) 1 ) عجسهمم > (زط)؟ 
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مبرهنة القيمة الوسطى 2- 8 - 5 


إذا كانت 4 دالة مستمرة على فترة مغلقة ومحدودة [8 , »] فإن + ستاخذ - 
مرة واحدة على الأقل - كل قيمة محصورة بين (©)4 و(4)8 أي أنه إذا كانت م 


نقطة تحقق (8)+ > م> (4)0 [أو (©)1ك م >(4)8] 
فإنه يوجد © في الفترة [8.»] بحيث يكون ‏ م>()4. 


ملاحظات 2 - 8 - 6 
أه ينتج عن المبرهنة السابقة أنه إذا كانت ؟ دالة مستمرة على فقرة غير خالية 
وكانت 19 يبلغ في هذه الفترة قيمة عظمى 1 وقيمة صغرى 11 أي أنه يوجد 0 


و8 من 1[ بحيث يكون 170-(0)/ و 84> (2)8 فإن 4 ستاخذ في الفترة 1 


1 


- مرة واحدة على الأقل- كل قيمة محصورة بين 51 و 24 كما يوضح الشكل التالي 


الشكل (11) 
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ب . ينتج عن المبرهنة لسابقة أيضا أنه إذا كانت / دالة مستمرة على فترة غير خالية 


[وكان »ه و 6 من 1 بحيث أن  +)0(.4)8(>0‏ فإنه يوجد ح من 1 
يقع بين © و 6 بحيث يكون ‏ 0-(4)6 أي أنه يوجد للمعادلة 0-(*«) جذر 
واقع بين العديين ‏ © و م لأن: 

0 > (8) . (©)/ يعني أن أحد العددين (0)؟ و زن)41 سانب والآخر موجبىف 
ولذلك فإن العدد 0-م يقعهوبين (7/)0 و (8) ولنفرض أن 


(8)؟ > 0(>0)] 
وبحسب المبرهنة فإنه يوجد 


ع من [0م.ه] بحيث يكون 0- (©)1 . 


مثال 
أثبت ان للمعادلة ‏ 0-<2-* ا جذرا محصور بين 1و2. 
الحل: 
نلاحظ أن الدالة ‏ 2-©“ا-(*)4 مستمرة على الفترة ‏ [1,2] لأنها دالة كثيرة 
حدود . 
ولدينا 


0 > 6- > (6). (1-) > ( 2) . (1)؟ ولذنك فإن للمعادلة  )»(-0‏ أي 3-2-0 
جذر يقّع بين 1 و 2 يحسب الملاحظة ب السايقة . 


تمارين 


» في للتمارين 1 إلى 10 ٠‏ اعتمد على تعاريف الغايات لتبرهن على أن : 


1 0*2 2 
- 2 - ع3 روز[ 2. 4 - لا 
1+ 2-2 
2ن 
4. 2 - ]1 35 1- -- رروز[ 
2-1 | كي , 1-خ م -: 
2 
2 1 4 
66 ه©- ع نس رررز[ 5. م -ح سلب ورور[ 
- 6 وما جر 1[ +5« هي 
7 2 لا 
(3-<) 3ج 


1 0>»* : 2-2 
9 لد كائتث بم 4 ٠‏ - تت 9 عت 0 
8. إذا كانت 0 د (*)* فإن : 2 (*)1 جونز[ و 2 -- (<)1 جورخ[ 


*0ج: 07جني» 
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9. إذا كانت تحخطا- وم فإن 0 - (*)1 111 و [ سات )1 0 ٠‏ 


- *3ج,» -0جب» 


0 . اذا كانت > 5/+-(*«)1 فإن 0 (*)1! بنرز[ 


ادهع 


٠ه‏ في التمارين 11 إلى 29 ٠‏ أوجد إن امكن الغايات المطلوبة. 


11. وز[ 2 (2-«|+2 -<«) رررز] 
3 + “يج 0جن» 2 
3. (2-»| +2 +»-)ومز[ ال 0 
2 | |0ج» 

2 55 
ق. 7-19 7 الس 
*(4 + :) وجي +3 - “<< وجسع» 

0 
4 3 5 2-2 
7. ٍ لا 68 الل اس-ت ورين[ 
2 + يج 2 ميج 2-ج _- 2-2 
9 . . 222-27 + تبر)صة! وز[ 0 للد 1 
1[ 1[+| »اا 0ب 
21 .1-2 بون 2 _ 10 
ده 5-3 وجي 
5 0 
و2 . مووز 4. للك ون 
[جبي» 5+ -خ2 صدجع» 
: 31/2 
كي 22 
5 . 1 16 لللسللل لمت 
111 1 111 
3ير- ع3 ماج 2- 2/ذي جيم 
|4 +«| 4 
7 110 8 . * 11 
4 + دي “د +1 3-ج 
9ك 4+ ي 1 
9. الحقد) 11 
5+1 أمدجي» 


« في التمارين 130 إلى 39 » ادرس استمرارية كل من الدوال المذكورة في النقطة »ع 
المبينة إلى جانب كل منها . ( وكذلك الاستمرارية من أحد الجوانب ) . 


:2 0 


0. -()؟ !]| 20ع 


0 <» ؛ 


فى دان 


00 


5 2 
31. نا 508 : [ -ن 
3 


0> + : 1+ 
م * - ادا 

2 ا ٠‏ 01 
0خ بيخ :5د 2- 
2-2 

5 لكدة > إلروزيم” > 5 
1[<ج : <«اصضآ 


5 -*: 1 
[-2+2» 
5 © -(*) ا ٍ حت 
1 2 3 
6. ا عت دى, 5 نحن 
1[+ 5م 
3-7 (1-:2 + )م1 ع )ع 2ححى 
8ه 4ير ‏ 2برل.2ي :)1 ؟ آي 


9. 2- «له - ()1 ا لك 


٠‏ في التمارين 0 للى 49 . عين مجموعة النقط التي تكون فيها الدلانلة المذكور 
غير مسدثمرة . 
40 1+ 


2-1يع 


2-2 1 


- 1) -4( 


2 2-1 ير دمع 


3 ,> -*« -(»)1 حيث 


1 ):( - 


إ*ا هو أكبر عدد صحيح أصغر من < . 
0.44 120+« 12-»«) ل -(»)م 
2 
٠.5‏ 0 < »9# 1+ 0-1 
٠9» > 0‏ 1[ + « 
1 


1-© 


-ت )1 
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2 


٠.7 


- (») 1 
2ير +2 


٠.8‏ (1+>*)ص!ا -(»«)م 


5 


1)*»(- .9 


1- يح« 
ه في التمارين 50 إلى 54 ٠»‏ بين فيما إذا كانت الدالة المعطاة مستمرة على الفترة 1 
المذكورة إلى جانيه ٠‏ 


0 6 -(1):2 (© ,مه) >1 
2 +1 
٠5‏ كع تعرل درو)؟ ؛ [1,1-] 1 
1 
2ه لطس د (:)!] ؛ (0,1) >1 5 
يي 
3 . ((+ <)مص! ع (::)) (1.1-) >1 
1 
4 ٠ه‏ *ه -(:)1 ١‏ (1,0-]->1 


« في التمارين 55 إلى 59 ٠‏ برهن على أن للمعادلة المعطاة جذرا واحدا 
على الأقل في الفترة المذكورة إلى جانب كل معادلة . 


5. 1[ - 1 + ير [2,5-] 
2 

6 . 0 -[1+ يرثي [1,1-] 

7 0 1-0 2 يرب تير تي 5 [0,1] 

8 ه 0 -1- "م [1.1-] 

9 ه 0 2 1 
غ2 4 
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الفصل الثالث 
المشتقات 


كت 
3 -1 المشتقة الأولى 
تفركك 1123 
إذا كانت 8 نقطة من مجال الدالة 5 وكانت 1-0 رورز] و 


رمحدودة فإننا نسمي هذه الغاية مشتقة الدالة م في النقطة ه ونرمز لها بالرمز (8' ؟ 
ونكتب : 


)1( 12ل ريرز] -(3) 1 


>» 2- 


ونقول في هذه الحالة ٠‏ إن الدالة 6 قابلة للاشتقاق في النقطة ‏ . 


مثثل 
إذا كانت #/يه -(8)م6 فأوجد ‏ (2"'/ 
الحل : 
لير ال ل بورد 
2 -خ 2ع 2-نخ 2-2 
1 1 . 2/- «يه ش 
يلد علد واد يكتبتسب ووز - 
2412 2+ «ل. 2 (2/ + *ل)2/ 000 2 
ملاحظات 3 - 1- 2 


520-20 ينض غير موجودة » أو غير محدودةء فإننا نقول إن الدالة 


-2خ2 2+ 


أ. إذا كانت الغاية 


غير قابلة للاشتقاق في النقطة 2 فالدالة 7« -(:<),- مثلا - هي دالة معرفة 
ومستمرة في النقطة 0 > 3ج لأن : 


(1)0 ع 0ع قن 0[ - () 1 زا 
0ج 


2-8 7 
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ولكن هذه الدالة غير قابلة للاشتقاق في هذه النقطة لأن : 


مسشبر الى مر . 
د م 1! - موي 
0 0 0-<: مجيمر 2-2 23> 
فهذه الغاية غير محدودة . 
با٠‏ تستعمل - أحيانا - صيغ للاشتقاق غير الصيغة ( 1 ) الواردة في التعريف السابق ؛ فإذا 


وضعنا 2-2 - ط نجد أن 8+ 2 -2<زا وعندما ج جه << فإن 0 ج 85 وبالتعويض فسي 
الصيغة (1) تحصل على الصيغة : 


صا - (2)3 


2 (ه))- (ط+ ة)] 
5 0ط 


وهناك صيغ أخرى سنذكرها لاحقا . 


مثال 
استخدم الصيغة ( 2 ) لايجاد مشتقة الدالة 2-1 - («)4 في النقطة 1 2 
الحل : 
(0- 0ط فك ون - زم 
5 0ط 


إددة مدل تصعم] . 
تسح شي ع عي ح بت - ونم 2 


5 0م 
1-0 #طب 25+ 1 2 
سال 17[ م 
4 مط 
١ 2+‏ 2ط+ط2 
- 50 - 
1 0م و 0ج 


المعنى الهندسي للمشتقة والمماس لمنحنى الدالة. 3- 1- 3 
إذا كان 0) منحتى للدالة 4 وكانت (4)8 ,3) و ((*)4,<) نقطتين من © وكان بآ 
المستقيم المار من هاتين النقطتين فإننا نلاحظ من الشكل الهندسي التالي أن .1 هو 


مستقيم قاطع للمنحي 6 وأن 7 يصنع مع المحور 02 زاوية 6 وان (2 00-1 بورق 


:62- 
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الشكل (1) 


أي أن النسبة 050-530 تمثل ميل المستقيم 1 المار من النقطتين ((0)؟ ,8) و (500 ,65 
والقاطع للمنحنى © . 
وعندما تقترب ا الى 3 فإن المستقيم .1 يوؤول الى المستقيم 7 الذي يمثل الممساس 


للمنحنى © في النقطة ((2)؟ ,8) ٠‏ كما ان النسبة (0*0-1)5 تقترب إلى 4 الذي 


هو ميل المماس 7 . ومعنى هذا أن : 
() > ميل مماس المنحنى 0 في النقطة ((1)3 ,3) . ولما كنا نعلم كيف نوج د معادلة 
مستقيم علم ميله و نقطة منه ( انظر 5-1 ) فإننا نستطيع أن نوجد معادلة المماس للمنحنى 
© في النقطة ((1)2 ,8) . 
قال 
أوجد معادلة المماس لمنحنى الدالة 3+1 28 > («)م في النقطة (1,0) 
الحل : ١‏ 


إذا رمزنا ب 2< لميل المماس المطلوب فإنه ينتج عما تقدم أعلاه أن : 


00-(23-3+1 - 
(0)-(1+«3- ع« 1 100 لال يبوت رمدم 
1-خ*خ ١ب»‏ 8 اك 


م 2 
2-2-1-3 + 2ع2) لا الا جا وود 
1 1-ض [(جى» 
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+ يور ح ان 
نحصل على + نير3 ع و 
وبما أن هذا المستقيح يمر من نقطة التماس (0, 1( فان هده النقطة تحقفق تحقة هذه المعادلة 


ولذلك فإن © + ع3 ع 0 


ومنه نجد أن 3- -» وبالتالي فإن معادلة المماس المطلوب هي 3-«2:3:لزا . 


ملاحظة 4-1-3 
ادا كانتت 1 دالة مستمرة في النقطة 3 وكانت 


وت 180 لا ين 
12-0 2-38 
- أن المماس لمنحنى © في النقطة ((23)؟ ,2) هو مستقيم عمودي على 


المحور »اه ولذلك فإن معادلته هي  :‏ 2-2 . 


فإن هذا يعني هندسيا 


مثال 
لذا كانت ]3 - ومع فإن + مستمرة في النقطة 0 لأن : 
(4)0 - 0ح علا ومز] - (») ون 
1 0 - عو/ة 00- (*)1 
ولكن ل 2 ا 00 
0هي» 0-ب-خ 0جب: 0-خ 0جهم. 


ولذلك فإن المماس لمنحنى هذه الدالة في النقطة (0) # ,0 ) عمودي على المحور «ه 
ومعادلته هي 0 > جع . 


ويوضح الشكل للتالي منحنى هذه الدالة ومماسه في النقطة 0 الذي هو المحور 01 نقسهة. 
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الشكل (2) 


الناظم لمنحنى دأنه 3 - 1 ٠‏ 5 
إذا كان © منحنى الدالة 4 فإن المستقيم العمودي لمماس © في النقطة 


((4)2 ,2) يسمى بناظم المنحنى )© في هذه النقطة ويرمز له بالرمزن 7. 
ومن دراسة موضوع المستقيم في ( 3-1 ) نجد أن ميل هذا الناظم الذي سنرمٌ له ب ,انم 
يعطى بالعلاقة ل - - ,0د حيث م هو ميل مماس © في النقطة ((8,5)8) . 

1 
ولذلك فإننا نستطيع إيجاد معادلة هذا الناظم نظرا لأننا نعرف ميله ,0ه ونعرف نقطة منه وهي 


((2) 1 فق 1 


أوجد معادلة الناظم لمنحنى الدالة 1+ 7« > (62 في النقطة (2,5) . 
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الحل : 
إن ميل المماس لمنحنى الدالة في النقطة (2,5) هو : 


9خ ىن _ 502 رمم 


1[ > (1")2 -11] 
2 -نخ 2 2 -خ دم 2( 
(202+2-ع) ا ا ك4ل ةك ىر 
عححح تتح ورور م1] - 
2-2 2-2« 2-خ 2ع 
4 - 2 + وننر] - 
2- 
5 
بالتعويض في المعادلة 6 + يدروم ح بن 
نحصل على المعادلة 5 - در 


وبما أن هذا الناظم يمر من النقطة (2,5) فإن : 


متو وي مك5 
4 
ومنه فإن كك - © » وبالتالي فإن معادلة الناظم المطلوب هي : 
1 
ا دان 0 >- 22 -« + با4 


2-3 المشتقة من اليمين ومن اليسار 


قد لا نستطيع حساب الغاية 20 لك يوون مذاكرة ا بو اننا وتات حساك ةا 


2< ع 
الغاية من اليمين أو من اليسار أو من اليمين و اليسار ( كما ورد في بحث النهايات ) فمثلا لو 
كان عندنا الدالة : 
0 > *« : ً» 00 
0< * : #2 
وأردنا حساب مشتقة هذه الدالة في النقطة 0 فإننا لا نستطيع إيجاد المشتقة مباشرة لأن : 


1)*( -4)0(_|[* »*>0 
-0 1 “<0 
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500 60- -(*)1 : 
0جبي» - ا | أمربيور 

5 حاون - 490-40 وين 
0 0- 577 


في متثل هذه الحالة » نتحدث عن المشتقة من اليمين والمشتقة من اليسار للدالة 4 في النقطة 
هء٠‏ التي نعرفها كما يلي : 
تعريف 3 -2 - 1 


إذا كانت 2 نقطة من مجال الدالة 4 وكانت 2 0-7 


ينا موجودة 
د 
ومحدودة ٠»‏ فإننا نسمي هذه الغاية بمشتقة الدالة ؛ من اليمين قي النقطة ‏ ونرمز لها بالرمز 
35)') 
واذا كانت (100-1)2 اا موجودة ومحدودة » فإننا نسمي هذه الغاية بمشتقة الدالة 1 


-خ !لوجع 


من اليسار في النقطة ه ونرمز لها بالرمز (8'؟ » أي أن : 


مك807 بون - رمم 
1- (*)1 9 
لق ل يرن - ر-م)م 
مثال 
أوجد المشتقة من اليمين والمشتقة من اليسار للدالة |»«|-(*)7 في النقطة 0 . 
الحل: 
2 ]1 نت 
(1)0 - )1 0 _ (1)050-100 [ ع (*0” 
0-:خ 0ع« 0-نخ +0جب-ن» 


1 0« ال 
1[ ع [1سرز] ع حلت برز] > 
0ج 0 -* مجير 


(500 - )6 9 (0-4)0)؟ 


( 1200 
0- >< 0 - 07ج« 
1 _-- 2 اتات 
[- - 1- ون[ ع 10 > 
0جب» 0-* مجهي 


ونلاحظ أن 07) ع 05)م+ 
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ملاحظات 2-2-3 


أ. إذا كانت الدالة 4 قابلة للاشتقاق من اليمين ( اليسار) في النقطة 2 فإنها تكون مستمرة 
من اليمين (اليسار) في 2 ولكن العكس ليس من الضروري أن يكون صحيحاً 
البرهان : 


(نبر 7 حالة إلى اليمين ) 
إن المطلوب هو أن نبرهن على أن (8)/ - (0«2)/ بم]] أي 120[ 0 


--> 


> [(ت ؛ - (م ]] 


وبما أن م قابلة للاشتقاق من اليمبن في 2 قار 


ي1©ه 
+٠‏ , 7ت 3 ب و 
»ل لق بررز عدد محدود ومنه 


>-2' 


إله-» 75 ملم | جصذا -[(2)؟- ومك] ووزا 


ير 


- (:)آ 
مسي يا لقا اد وات 


2+ 2-2 *وجب» 


0 - 1')85(.0 ع 
مثال عن العكس : الدالة *«/ه- (<)4 مستمرة من اليمين في النقطة 0 لأن : 


(0) 20-4 0 -(»)؟ روزا 


0<* *20-» 
ولكن هذه الدالة غير قابلة للاشتقاق من اليمين في النقطة 0 لأن : 
1[ 0--ول نط1 (0)- رم 
- حب ووز[ - م اتك تك رن 
1ه 0ع 0-< ن<» 0- 0+ 


إذن فغاية النسبة -2130 عندما 4 تقترب إلى الصفر من اليمين غير محدودة ولذلك 
2 


فإن هذه الدالة غير قابلة للاشتقاق من اليمين في النقطة 0 . 

ب ٠‏ ينتج عن دراسة النهايات (2-4-2) أن الدالة 4 تكون قابلة للاشتقاق في النقطة 2 إذا 
وفقط إذا كانت م مستمرة وقابلة للاشتقاق 
)"1 -:ن(1')8. 

وفي حالة كون © قابلة للاشتقاق في 2 يكون : 


من اليمين ومن اليسار في ' 2 وكانت 


2) '* <<( ه8) '* - (2) 1 
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أمثلة 


1. الدالة لو مم 
0< : 4 

قابلة للاشتقاق من اليمين في النقطة 0 أولدينا 1 -(*4')0 وهي قابلة للاشتفاق من اليسار 

في هذه النقطة ولدينا 42')07-0 ولكنها غير قابلة للاشتقأق :في النقطة 0 لآن 

(0)"؟ ع (*0)' 1. ١‏ 

2 الدالة #3/.- (::70 قابلة للاشتقاق من اليمين في النقطة 0 لأن : 


5 110 ] 5 
10 0ك ا 0 0 بررزر - ر*0) م 


0-. 20ت« 0 *0جه-» 
دلي 5 0- تبي 5 

0 - لا وم ز] ع 120] - 
0ب» 0 -* لحم 


ولكن هذه الدالة غير قايلة للاشتقاق من اليسار في النقطة 0 لأنها غير معرفة على يسار 
المسفر أي أن (<)5 غير موجود عندما تكون 0 >« . وبالتالي + غير قابلة للاشتقاق في 


النقطة 0 . 
20000 
5 الدالة د *[أد ومع 
3 
0 : 4 


قابلة للاشتقاق من اليمين ومن اليسار في النقطة 0 ومستمرة فيها ولدينا 0 - (0) "* -(*0) '/ 
ولذلك فإن هذه الدالة قابلة للاشتقاق في النقطة 0 ولدينا 0 - (0) "6 لاحظ أن: 


2-0ع 0 1- 3 1101 + 
0 > *« بر[] ع 5 لصاف دك 100 
0-»*« دخ (0جع» 0 -* 20> 


0 ثب 10 (بع)ع كلا 
الك ا ا لس لك و 
0م 2-0 0جه» 2-0 0خ 
1 
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3- 3 بعض قوانين الاشتقاق 
مبرهنة 3 - 1-3 
إذا كانت 4 و ع دالتين قابلتين للاشتقاق في النقطة ه وكان 72 و م عددين 
ثابتين فإنه : 
1. الدالة ع در+24 قابلة للاشتقاق في 2 ولدينا : 
(8)9 .مر + (8)" . .3 > (2) '(ع ير +1 32) 
11. الدللة ع5 قابلة للاشتقاق في 2 ولدينا 
(2) 'ع . (1)2 + (2) ع . (3) ' 1 > (3) ' (8 ؟1) 
5 إذا كان 0 (2) ع فإن الدالة 2 قابلة للاشتقاق في 8 ولدينا : 


5 6 
*[(2)م] 8 
البرهان : 
1[ ء. 


((عس م )-وو(م سس 0 صن[ > (2) '(ع + ) 


5-4 وجند 


' ع م 600-1080 | 5 
62-2 22-2 


2-8 


(8)3-(8)0 قا , (3) -0) 


مخ[ 2 ع- 
2-3 2-8 


2-3 


(8)03 عبر + ()52 .2 > 


852 


(ه) (ع.5) - 0« (ه) (و) - ده (ع) مع زا -(1.8(')2) 


212-89 
(14)2(.8)8-()8.() 1 1< 
2 2-8 0 1 
( ه20 -0200 100800-08 ا 


١-3 2-2 


] كد لتك رمو 505 (1)0-1)8 [ 
6-9 


لتق تاك ورزر . رم + ومع روز . 20ل وين - 


-_-26 و جعي ا, 


''؟ (ه)'ع.(1)9+(1")2(.8)8 


إثآء 
ا 
- زآ <-(8) 6 
1-2 8+-»: 
(1)8_ 10 
لان رن 77 
(8-<) همهي 
(:)1)3(8-(1)(8)3 ذا 
(5(.5)3)ع (82-) نجع 
(:)1)2(8-(1)3(8)2+(1)(8)3- -(0609 ون - 
(8)2.(*)ع (2-2) هك 
ا سورت شرن لدت 0-2 أرين 
()2)*(.8 2-ي» («)م ‏ 8-* همه 
(1)2 580 لون 1 ا 
(8)(.8)3 وج 2-* وجعر (<)8 وم» 5-2 وبي 
(1)3 
ان 
:(12(.82-(80.:82 1 
*[()ع] 
ملاحظات 2-3-3 


نذكر منها القواعد التالية : 
٠‏ إذا أخذنا 2-1 > در فإننا نجد أن (2) 'ع + ) '+ - 2) '(ع +4) 


إذا أخذنا 1 -.3 و 1- - بر فإننا نجد أن (9) ' ع - ) “؟ - (ه) '(ع -6) 
ه إذا أخذنا >3 و 0- ىر فإننا نجد أن 2 "اع ©) “مع) 

ب ٠‏ يمكن تعميم القاعدتين 1 و 11 من المبرهنة السابقة - بطريقة الاستقراء الرداضىيى - 
عل أي عدد منته من الدوال : بالشكل التالي 

ذ: كانت (م) , ... .5 . 8 )4 مجموعة دوال قابلة للالاشتقاق في النقطة ‏ وكانت 


( مة,.... .2 2! مجموعة أعداد ثابتة فإن : 


(:1)... (8) © 23 0م 3 1 0 
( 11)... ا ا )2 7 0( 
- د د 
اع 
وبصورة خاصة : إذا كان /)- ... - 5 - 25 فإن القاعدة الأخيرة تأخذ الصيغة التالية : 
(110)... (ه)"4.(ه زا“"م] صدرم (هم) 


أمثلة 
ا. إذا كان »ليه 5 + 22ر3 (») 5 فأوجد ‏ (25')2 . 


الحل : 
تنضع شخكر -(2) و لي > (2)ىم و 2-3 و 25 بر ونطبق القاعدة 
الأولى من المبرهنة السابقة حيث نجد بسهولة أن 4 >-(1')2 و م - (2)' م 
ولذلك فان : 24:/2+5 _ 1 
2/2 2/2 
2 إذا كان #ث . © > (عسع)ط فأوجد ‏ 2)ط 


8/)2( - 34 + 5“ 


الحل : 
نضعح *©ي» >-(»)4 و له - (*) م ونطبق القاعدة الثانية من المبرهنة السابقة 
حيث نجد بسهولة أن 22-12) “+ و أل -2) 0ع ولذلك فإن : 


24/2 
2 16 - ص . 2+8 12 - (2) 'ع . (2)2 + (2)ع . (2) '+ - © 'ه 
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1+ تي 


+ دير 


3 . إذا كانت »)اط فأوجد ‏ (1)'ط . 


الحل : 
نضع 1+*©»«ا-(»)م ‏ و 7+2 -(*)يم ونطبق القاعدة الثالثة من المبرهنة 
١‏ 
السابقة حيث أن 2-(4/4')1 و 3<-(1)ث ين ولذلك فإن 


١‏ كس مس سمس سم ص ممصم روي" لسسع سس وص وس سحيو ممح مير ع بامستعو ا ا 15 010 01لا 


3 -4 الاشتقاق على فترة 


تعريف 1-4-3 

* نقول عن دالة * إنها قابلة للاشتقاق على فترة مفتوحة (8 ,0) إذا كانت *# قابلة 
للاشتقاق في كل نقطة ا من (8 ,»). 

ه نقول عن © إنها قابلة للاشتقاق على فترة مغلقة [8 ,ه] إذا كانت © قابلة للاشتقاق على 
الفترة المفتوحة (8 ,©) وكانت قابلة للاشتقاق من اليمين على ©» ومن اليسار في م . 

ه إذا كانت الدالة ؟ قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (8,©) وإذا قابلنا كل « مسن 
(8 ,») بالعدد (#«)”/+ فإننا نحصل على دالة “م نسميه الدالة المشتقة للدالة 4 على 
الفترة (8 ,©) ونرمز لها : 

8 ج-(ق8 ,0): 1 
(:)”1 جا وين 
وان مجال الدالة “م هو مجموعة كل النقاط من مجال ؟ التسى تكون فيها ‏ قابلة 
للاشتقاق ٠‏ أي أن مجال الدالة 247 مجال الدالة ؟ . 


ملاحظات 3 - 4 - 2 
أ. نحصل على الدالة المشتقة («) “+ بإحدى الطرق التالية: 
٠1‏ نوجد (3)“* لنقطة اختيارية 2 من مجال *؟ ثم نبدل في النتيجة كل 2ه ب *. 


2 نوجد (*) 17 من الصيغة اخ 0 يرن رون م 


0جب-ط 
3 نوجد (») :4 من الصيغة لكشل بررز: - رمم 
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الدالة المشتفة الصيغعة (<5 1 > 8/2 وتستخدم أحيانا رموز ليبنز 12مطكن.1! فى فى دراسف 


1 1 1 
. فنكتب تشقك بدلا من (2<) !1 و ُ 
01١ 01‏ 


الاشتقاق حيت تستبدل الإشارة (” ) بالرمز 5" 
1 
اس أن من ١١‏ 
أمتلة 


2000 3 0 قايله للا ستقاة فَ في كل نقاط مجالها ودالة المشتقة هي : 


5خ > ريءا) | 


و جع <)!- (ط+١اخ ‏ 2 5 
2 لخ خا نر لعاك تطخت بررزردرى : 


5 انا 5 
55 0 ا تشعح ةج ج وبيب 
1ح 21 2 وو[ + للللش سيت روز[ > 
0ط 1 ٠١‏ 


0-6 مجال ']) فى هدا المثان يساوي مجال 1 


ونللاحض أن 
2 الدالة +« -(ع)؛ قابلة للاشتقاق في كل نقاط مجاله عدا النقطة 0 فهي غير قابلة 


للاشتقاقٌ. فيها ٠‏ ويمكن أن نرئ أن الدالة المشتقة لهذه الدالة هي : 
0 > ع : 1 
0 >» : 1 | 
مال + > 5 يينم!ا مجال “+ <(21)0 


5" - )1 هو (م .0] وإن هذه الدالة قابلة للاشتقاق في كل نقطة 


4 

١ 
1 
ُ_ 
|] 
صو‎ 
7 

إلى 

4 


لحل 8- * رررز] -(2) 1 


00ت 


(3/: + :«ل.)(3/ - 000 حن 5-2 اهدع 
1 


ولكعن هذه الدانه غير قابلد لدشتقاق في النقطة 0 التى هي من مجالها 0 ولذلك فان الداله 


المشتقة لهذد الدالة هو : لد )م وان مجال “1 هو (©,0). 


دل 
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الدوال المشتقة ابعض الدوال الهامة 3 - 4 - 3 

قلنا إنه عند إيجاد الدالة المشتقة لدالة 4 نوجد (4/)3 لنقطة اختيارية 8 من مجال 
6 ثم نبدل ع بالمتغير ا واذلك فإن قواعد الاشتقاق الواردة في (1-3-3) تبقى صحيحة 
عند ايجاد ()”/6 وبالاستفادةة من هذه القواعد يمكن إيجاد الدوال المشتقة التالية: 
[. إذا كانت 1)«*(-©٠‏ حيث عه ثابت عددي فإن 0 >(“ لكل « من 5 . 
2. إذاكانت « - (*«)4 فإن 1-(خ)”] لكل »*« من 2. 
3. إذا كانت "برع (0«)/ حيث ل2عم فإن '"»«ام-(ع«)” لكل «« من 8 . 
4. اذا كانت "يريج + ... +ذيريع + يارج + وج > («) 1 دالة كثيرة حدود فإن : 

اكيريوم + ... دير ية2+ رج 2 (©:) 6 لكل »ا من 2 . 

5 إذا كانت '« - ()4 حيث 2عء فإن : 

”مع (»«)/م لكل « يكون من أجلها («)'/ معرفة . 
6. إذا كانت :رزو - («) 1 فإن <ا 05> > (<)” 1 


وإذا كانت »« وم»ء - («)/؟ فإن 5121 - > (*) ”4 لكل » من 2. 


3 - 5 اشتقاق الدوال المركبة ( قاعدة السلسلة ) 
مبرهنة 3 - 5- 1 
إذا كانت 1 دالة قابلة للاشتقاق في النقطة 8 وكانت م دالة قابلة 
للاشتقاق في النقطة (2)+ فإن الدالة مع تكون قابلة للاشتقاق في 2 ولدينا : 
(2) '؟. ((2)) 'ع - (2) (1مع8) 
البرهان : 
إذا وضعنا («)7 -لا و (6-4)8 فإنه ينتج عن الفرض 7 قابلة للاشتقاق في 8 
أن 6 مستمرة في 2 »ء ولذلك فإنه عندما تقترب *« إلى 2 فإن /إ تققرب إلى 6 ء 
ومنه : 


)8.1(0(- )6.1()3( 


مننا -(8.10(3) 
2-2 »> 


((8)5)3 -(5)1)0 .. 
م1 - 


2-8 ومع 
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00-8000600 لكك جونز[ - 
حجر (©) كر -(<*) كر 1-0 
(ه)4-(:)1 0 رطع -ره)ع ]1 - 
١ 00 2-2‏ -89 5-لا 


(9) * . ((14)2) ع > (8) "7 . (5) “ع - 


ملاحظة 3 - 5- 2 كك 
إذا عدنا الآن إلى الدالة المشتق حيث جعلنا * - 2ج نقطة متغيرة » فإن 

المبرهنة السابقة تعطينا القاعدة التالية الهامة في حساب المشتقات والتي تسمى عادة بقاعدة 
للسلسلة : 

>" ؛. ((<)1)'ع - («) '(901) 
وإذا وضعنا («)1 تلا و (9)م > نا فإننا نجد : 

(«) (1مع ) > (() ؟) ع دن 
وتأخذ قاعدة السلسلة باستخدام رموز ليبنز الصيغة التالية : 


لال نال _ نال 


»دل 7 لل عل 
٠‏ لقاعدة السلسلة صيغة أخرى هي : 
إذا كانت 4 دللة في المتغير 1 وكانت : دالة في المتغير ا فإن + ستتبع المتغير 
* ويكون : 


. يمكن توسيع القاعدة السابقة لتاخذ صيغة سلسلة على الشكل التالي : 
إذا كانت + دالة في المتغير 1 وكانت 1 دالة في المتغير كا وكانت كن دالة 
تتبع المتغير *«ا فإن : 


أمثنئة 
[. إذا كانت 26 + 2«أ- (<«) 5 فأوجد (2) '5 . 
الحل : 
تضع 2+2 > 400 ير او االال.-()ع فنجد أن : ١‏ 


عط »2 + تع - (») أل -((»«) )ع -(«)(1هع) 


ولذلك فإن : 
(»«)"؟. (لا)'ع د( '؟.(()ة)'ع - (»«) (دي) )نم 
1 
ولكن : 2 -(*)17 , اعد -ح (80)ع 
2 
: 1 1 
ولذلك فإن : (2 ++«2). مسحل م (2-+22). سن ص )لآ 
2 + 2 أي.2 2 
ه يمكن تعميم هذا المثال في إعطاء قاعدة عامة لاشتقاق الدوال الجذرية هي : 
(6 1 _, 
- تت (*<7) 1ل ع 
2/0 37 »0 37 
2» إذا كانت (2)/ لاز فإنه ينتج عن قاعدة السلسلة أن : 
1 ل *بول ‏ #بون 
7 ا ا ل دك 
>0 037 4 
ل ذبوق برق 
3382.1 - ال ا -- 5 
عل 038 4 


» إذن لدينا القاعدة التالية : 


- 


)"1 . !"600 م اكاك 
1 


(2+5) . *[2-2ر5 + 2»«) 3 > 2[3 - 5+ 1 
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3 -6 اشتقاق معكوس الدالة 
إن معكوس الدالة م هي دالة بم تحقق : 
(«) + نز © (7) م > ع« او © - («ن)ع)1! ومنه *:>((0*2)]) م 
مبرهنة 1-6-3 
إذا كانت الدالة م قابلة للاشتقاق في النقطة 2 وكانت 0 *«(0'/ 
فإن الدالة المعكوس عم تكون قابلة للاشتقاق في النقطة (8) -ط6 ويكون لدينا : 


د رن 
27 (65)ع8 

البرهان : 
62-2 8 _ (8)5-(8)9 1 - (ط)” 
1-6 ا كر - 5 


١ 500 1)<(-1)2( 
2-8 


وبما أن الدالة يم مستمرةفي (4)3/ لأنها قابلة للاشتقاق فيها » فإزالها عندما تقترب 
)4 إلى (2)* ء تقترب (4)«2)عم إلى (4)3)ع أي أن *« يقترب إلى 2 ولنذلك 
فإن : 


357ص 00 
م > ووم سنا -(0)ة 


»:9 
6-0 


ملاحظات 3- 6 - 2 
أه إذا عدنا إلى الدالة المشتقة حيثف *«- 2 نقطة متغيرة وا لاز - ط نجد أن قاعدة اشتقاق 


7 1 
الدالة | 08 8 تت ا 4 


حيث (:)+ -بر و دع هي الدالة العكسية للدالة م . 


به إذا لاحظنا أن (02)# لا و (/) ع > * فإن القاعدة السابقة تكتب - باستخدام رموز 


* 5 5 1 1 دل 
ليبنز - على الشكل التالي : كك 
0 


جه لإيجاد (47(')60) يجب إيجاد النقطة 2 التي تحقق 6-(4)32 وعندئذ يكون 


ا 
502 -(0)( )) 
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مثال 

إذا كانت 2 ير4 + تيرج + شير - (ر)] فأوجد )2( )2 
نوجد النقطة 2 التي تحقق 2- > (8) 1 
فنجد أن 0-خ ومن ثم نوجد ‏ 4-(0“م ومنه يكون 


لدعت د ررد 
اح ري 0 


3 -7 اشتقاق الدوال الأسية 


.- 1 
* ستقبل بدون برهان أن : 2 1[ 


مبرهنة 1-7-3 


إذا كانت “هج - (خ)4 فإن *ح حت (ن) ”1 


البرهان : 
٠. 1 +15 352 .‏ , 
(خ خخخ يرز رونم 
5 0ج 
و +2 
6521© ال 6- 1 
م ز]. *6 > 11 - 
و ار 0ط 
*هم 1[ *م6س 


نتائج وتطبيقات 3 - 7 - 2 
اه إذاكانت كع (ه)ط فإن ‏ )”ع اج ربط 
البرهان : 
نضع 402 دبو و (ع-080)م فنجد أن : 
رطع ع > (( # ) ع - (») 5 ٠‏ ع) 


ولذلك فإن : 60 ٠ع‏ ) - 0 "م 
ومن قاعدة السلسلة نجد أن : 9 © . (()1) بع > (») ' ا مع) 
وينتج عن المبرهنة السابقة أن اع -0)/ع ولذلك فإن 16 م6-(8'”)405 
إذن 0 ."اع - م /ومع) أي أن م/م فك - ريثم 
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إذا كانت 1-** *ع-د(ي) مر فإن "اع>(«م) طم حيث 1 -ي + تر -(»)] 
ولذلك فإن 2 (1+ 2بر) -«+ *ى- (ي)'7 . 
2» إذا كانت *2 -()اط حيث 23> 0 فإن 23 . عله > ()اط ٠.‏ 
البرهان : 

من دراسة الدوال الأسية نعلم أن : 


برماءديع جه ثه در 


(«)كى 5 ا 5 "دماج 9 *0-8)ط 
2 * صا > وصا.» - () 1 
وبتطبيق النتيجة 1 السابقة نجد أن : 


مضا "مد ووز "لاع د ونع (*اكن د )م 


تطبيق : 


إذا كانت *3 > عمط فإن 3 - يط 
3 » إذا كانت 9ح - (يرم)ط حيث هج >0 فان مس2 :3*0 جع د زر زر 


البرهان: 
تنضع (2)08 -رزاو له-(070)ع فنجد أن مط 9" جه >-((»)6) ع - *) زمع) 
ولذلك فإن (») '© ه ع) - © 'ط 
ومن قاعدة السلسلة نجد أن :2 (*«)/ ((«) ) 'ع > () "82 هع ) 
ومن للنتيجة 2 السايقة لدينا : .”3 >( 'ع 
ولذلك فإن : هما * م (0)؟ )ع 
إن ٠  :‏ ( .وما جوع («) و مع) 
أي أن : دهان + 59ج درن رومز 9 جد رو از 
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تطبيق : 


اذا كانت ج2- 27 ب 69 فان 23 »22 52-2 («)'ط 1 


3 - 8 اشتقاق الدوال اللوغاريتمية 
مبرهنة 3 -1-8 


إذا كانت #اصا-00م ‏ فإن ‏ امم 


نضع- « ما > («8 -ر فيكون ”ع - « ومن قاعدة اشتقاق الدوال الأسية نجد: 


لك 
إل 
ن قاعدة اشتقاق الدالة العكسى نجد أن : ل 
وس 3 2 ام كيك عل 
برل و 
أي أن 0-2 
نتائج 2-8-3 
ا 50 (06 1 ٍ 
[» إذاكانت ‏ (124)*2 (خ#)ط فإن -0) 5 
)10 
اليرهان : 
نضع (402-/ او لاه > (00) ع 
فنجد ان : («*) ط > (:<) 1 صا > ( ( 1 ) ع > (<«) (1 مع) 
ولذلك فإن : (2) ' 9 و) > () '/ط 
ومن قاعدة السلسة نجد أن : 0 '؟ 00 ) نع -(م '(رمع) 


وينتج عن المبرهنة السابقة أن : 
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,و 


د )ع 
4 


1 
- ((»م»)» 
0 1 ((8')0 
ا :)”1 1 : 
١-1‏ لتك 5-20 1ه 
7 (0) (6مع) 
١ 1 (‏ 
تلد - ربراط 
()1 . 
6 1 3 8 23*12 : 
إذا كان (*2 + *<) ص[ (:) ط فاإن د 
2 +« 
2ه إذاكان »ا يع10 - ()ط حيثت 1[ جح >0 
فإن ا ا 
2 > 
البرهان : 
نضع *«رعه! - ١‏ فيكون 2 لمعي 
ومن قواعد اشتقاق الدوال الأسية نجد أن : لي كت ومن قاعدة اشتقاق 
5 
الدالة العكسي نجد أن : 
0 ل ان 
8 "2 وهاهو *«0 «<ل 
ل 
اي ان: 00 8 1 - 0568 
]1 « 
تطبيق : 
: : 1 1 
إذا كان .م10 > عط شان ح زوع« آ 
نََ مروه! > () إن 90 )0 
3. اذا كان (*«)1 . يوعه! > (:) ط حيث 1[*#خج > 0 
' 1 (*)] 
فأ سس . لحل ح ر(ينل] 
ف 152 (<)1 0 
اليرهان : 
نضيع («) 1 >لاز و لامهه!>-(0)ع 
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فنجد أن : («)ط > (*)؟ . مهه! > ( (:)/ ) ع > (2:) (1 مع) 


ولذلك فإن : («) “10 60 م) > (») 57 
ومن قاعدة السلسلة نجد أن : («) '*.((4)8)'ع > (») (أمع) 


- هن م 1 1 
١ 11‏ 


1 1 , 
لذلك فإن : .سك - مم 
إن ا ((::)1) ع 
اذن : (:)'1. لمحت ررم 
/ 12 (<)] 
0 1[ (خ) 1 ' 1 1 : 
ل انث : سنال سس . اداح إ(نى) ا 
ي ان ا ري 
ر تطبيق : 
إذا كانت (1 - ير + تير ووو( > (بومط 
١‏ جب يرل 


3 اشتقاق الدوال الضمنية 

نقد سبق أن عرقنا الدالة الضمنية بأنها دالة وضعت على شكل معادلة من النموذج 
0 ح (لارع) 2 . 
مثل : 2-0+ بي ع جور أو ا شعع ترج+ثي أو | 0-<لإصطع +2 إلى آخره»ء وإن 
اشتقاق هذه الدوال في نقطة 2 معناه إيجاد “لإ في تلك النقطة ‏ » ولكننا لا نستطيع أن 
نعرف بصورة سهلة فيما إذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق في 3 أم لا ؟ وتعتبر هذه المسألة من 
المسائل الصعبة في الرياضيات وتدرس للمتخصصين ل مستويات متقدمة . إنما سنعتبر 
جميع الدوال التي سنعرضها في هذا الموضوع هي دوال قابلة للاشتقاق ؛ ونوجد ' ا 
باشتقاق المعادلة 0 -(5)<,5 مطبقين جميع قواعد الاشتقاق التي مررنا عليها » من جمع 


وكوي انففة وى سكين أن د ثم بعد ذلك نوجد ”لا من المعادلة الناتجة . 
2 
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أمثلة 
٠1‏ أوجد مشتقة الدالة الضمنية المحددة بالمعادلة حبر2 بير غيور 


في النقطة (2- ,0) . 


الحل : 
نشتق المعادلة 2-0 + عر تور 
فنجد 0 ح “و2 + يرد و2 رون ولكن 1 -:“ي2 زر . ولذلك فإن : 
: : 2-2 
0 “23987 +1 - مالقا ع2 + اير ومنه - و8 
2+ غ21 


: 5508 : ان 
وفي النقطة (2- ,0) تكون 0 


2. أوجد معادلة المماس للدائرة 1 -02 + تير في النقطة دج 


الحل : 


الشكل ( 5) 


نشتق للمعادلة [ دربت 


فنجد أن 2107-0 +2 ومنه --2ز حيث انعد 0 
7 


الت 3/3 1 | ة 
وفي النقطة دي يكون م" وهذا هو ميل المماس المطلوب . كما سبق 
أن بينا في شرح انمفهوم الهندسي للمشتقة . بالتعويض في المعادلة العامة للمستقيم : 


> + 1نم عاق نتجد أن +2 إ 3/ 


ِ 5 2 1 
منه ‏ --- دع 3 ومعادلة المما ١‏ ب سس لهج ميد ص و 
5 3 ب المطلو “ي 3 4/3 


24 
3. إذا كانت 'عر ح /ززا حيث ماو كو أعداد صحيحة و 0 دو فأوجد 'ل<ا . 


الحل : 
م 1 
بما أن ين ساب فإن ١‏ "يم - 5ل نشتق, ضممنيا هذه المعادلة مستفيدين 
من المثال في (2--1) لنجد ان ”بعرم د وير 58 برو ومنه : 
2 لات م" 
' - 1 3 ط د * امير لد م امير ك1 دان 
. . . 


3 - 10 المشتقات من مراتب عليا 
تعريف 10-3 -1 
إذا كانت («)/ -/ز دالة قابلة للاشتقاق على فترة مفتوحة (م ,©0) -1 فإن دالة 
المشتقة على هذه الغترة هو (2)”+ - /لا كما رأينا . فإذا كانت هذه الدالة الجديدة قابلة 
للاشتقاق على الفترة 1 فإننا نرمز لدالة المشتقة بالرمز (<)”/ - ” /ز ونسمي هذه الدالة 
بالدالة المشنتقة من المرتبة الثانية للدالة («) 4 </ز . وهكذا » فإننا نتعرف 07م - "بر 
() بأنه الدالة المشتق للدالة ) 0517م -(2"31ير أي أن : 
“إلعلين حار أو "ام - )09م لكل عم 
ونسمي الدالة (:)20+ -2 بر بالدالة المشتقة من المرتبة م للدالة («)* - لا ونسمي الدوال 
0 '* > /يرو (*) “+ > ”ير و ... و (خ) 57 >" برا و ... بالدوال المشتقة المتتابعة للدالة 
(«) > لزاء وتكتب هذه المشنقات برموز ليبئز على الشكل التالي: 
فنا 7 يك ل "0 
يك -- 2#يرل "عمل 
٠‏ يجب أن نلاحظ أنه ليس من الضروري أن يكون للدالة مشتقفات من مختلف المراتب 
( كما توضح الأمثلة التالية ) » كما يجب أن نلاحظ أن (2«)* - () 2م . كذلك يجب أن 
نعلم أنه يمكن التحدث عن المشتقات المتتابعة للدوال الضمنية كما هو الحال بالنسبة للدوال 
الصريحة . 
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أمثلة 


٠1‏ أوجد مشتقة الدالة الضمنية المحددة بالمعادلة 0 -:و2 + عر تيور 


في النقطة (2- ,0) . 


الحل : 
فنجد 0 “و2 + يعد ع2 لج رو “نر ولكن 1 - :'< . ولذلك فإن : 
:2 ش اك 180 
0 21387 +1 - الوق ع2 + كيو[ ومنه دن 
2+ 217 


ا 3 , 
وفي النقطة (2- ,0) تكون ' 


2 أوجد معادلة المماس للدائرة 1 -2+932» في النقطة دج 


الحل : 


الشكل ( 5) 


فنجد أن 2812-0 +2 ومنه 2-- 
4 


حثثز حيث لو 0 
.عسو ( 3 :1 [ , : : 
وفي النقطة 02011 يكون 0 و0 وهذا هو ميل المماس المطلوب . كما سبق 


أن بينا في شرح المفهوم الهندسي للمشتقة . بالتعويض في المعادلة العامة للمستقيم : 


© +2 20 > و نجد أن +2-)» : 3/ 


أمثلة 
٠.1‏ إذا كانت 2 + ع3 + 3,3 + كير - برا فأوجد "ككرا لكل م من [28 . 
الحل : 
3+ 2برو + تير4 - بو 


18 +2 12 ع “بر 


8 +7 24 ع ال 
4 ع 0ن 
9 0ح ا 


2. إذا كانت ! ير -(«)4 فأوجد (خ)9+م لكل ص من 3 . 
الحل : 

* بنع (1-) - (ب«) ع او 3هر 21 :(1-) - يم ”ع و *ير 321 .1(3.) - 0ع 
و 5ه 1(14.3.2.1-)- اع 


وهكذا نجد باستخدام مبدأ الاستقراء الرياضي أن : ل“ ير بم " (1-) ع روم لكام 
| ل 
3. الدالة 0 د » : َك ا 
2-0 : 0 


تملك مشتقة من المرتية الأولى في النقطة 0 ولكنه لا تملك مشتقة من المرتبة الثانية في هذه 


النقطة » حيث ان 
#0 ع<: د 210 150 
0-* : 0 
ولكن («) “+ غير مستمرة في النقطة 0 لأن : 
0- (0) 'غ» همه ووز[ -0 > ()' كجوز 
, 4ن 0ج« 0 


ولذلك فإن (*) “2 غير قابلة للاشتقاق في النقطة 0 بحسب أ من ( 2-2-3 ) . 
إذن (0) “+ موجود ولكن (0) “1 غير موجودة . 
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3 - 11 المشتقات المتتابعة لحاصل ضرب دالتين ( قانون ليبنز ) 
مبرهنة ليبنز جنصطاع.آ1 3 - 11 - 1 
إذا كانت (*«)4 و (*) م دالتين قابلين للاشتقاق حتى 
المرتبة 5 وكان («) 8 .(<)1 > («)75 فإن : | 
فى عزع) ىد في «تماع( ؟) يني ««ماع[ «) م ولماع د ري (مام 


دم الحا ) 7 َ 


1-0 
سريت ان م وان 2-2(...2.1/). (0-1).ص - !مم 
!(0-1)!! 1 : 
وأن 1[ -!0 
أمثلة 
[. إذاكان ‏ “2م »نع-(ع«م فأوجد ‏ (-)06ر 
الحل : 
نضع «-(م«)م , *#ع-(ميم)يم فنجد (5)0:5 . («) 1ح )8 
*ع > )ع <>( )1 
*2ى 2 ع (برم)اع 1[ > 10 
*ى 22 > (ه) ”اع 0-0 "1 
*2ى 25 > (ب) 7م 2< 7 0-0 
ومنه 
0 ”ع .1 8 ل ل 8 بع فاع د وي كام 
1 1 
1 12-1 
"2 يع 1 اج “2ع 2531 . 1. يوعد 
*ى , 20 . ( 2 + م) ع 
2 إذاكان عا صا . © > ()5 فأوجد (2) لكا 


نضع *< > (240 او #زرصا-(»)ع فتجد إن (»«)ع .(6 - ()ر 
لذلك نطبق قانون ليبيز ٠»‏ حيث لدينا : 


ا م[ > (<«)اع - (« )2 
يه عر 8 *غ 2 - (»)"ا 
2 
1 > رم ”ع 10-2 
2 . 1(2-) - )”ع نهد 
| "ير . !(1حم) . !"(1-) ع ريم لاع 3< م ا 0-0 


(انظر المثال 2 من 13 ) 
بالتعويض في قانون ليبنز نجد أنه من أجل « > 3 يكون : 


+ معوم 1 معوم 6 +0 - (و) لام 
و 12-1 11-2 


لتقت ير ,2 اص 1(15-2 )ع2 واب 02ر3 امع اوت سا 


تير 1م -1(5-) 12+ 

(20-2 تير (2 ا م) م2 1(5-) ب 62ت ير إ(3 - و) (1- م) م !-1(5-) ع 
(0-2)دير ع 1 مو 1(5-1-) + 

(5-2)دير إ(3--م)1(57231:2-) ع 


3 لذاكان 2«نمزه ”» -(«)م فأوجد )4م 


الحل : 
نضع *» > (700 و « صء > (2) م فنجدا- (*) ع .(<)/ - (25)2 ولذلك نطبق قانون ليبنز : 
' (في 08 + 0ع 68 + 02 ج(2ام 0 بع 100 ل +ع 9 د ين ام 
حيث أن : 
* م5 > (<) ع قيرع )ع 
* 05»© > (7)ا ع كير 5 ع 0غ 
> ترز - > (2) "ع تر 0 حت (»ع) "م 


100 


* ومع - > (ير) (ذاي 2 60 ح رع 0م 


عد صنو > () اع “ع 120 + )1/40 


بالتعويض في قانون ليبنز نجد أن : 


: مأ 4١ ه٠ ٠.‏ 
د لو تير+ يرومع أي 20 - عر ورزو أ 120 - جد وجج *ير 240 ٠+‏ عا جيزو :120 (لوىأثام 


3 -12 الدالئة وربطها بالمشتقة 
رأينا أنه إذا كانت (<)/ > نز دالة ما ء فإننا نرمز لمشتقتها برمز ليبئز الذي هو 
لك فمن أين جاء هذا الرمز ؟ بالحقيقة لدينا التعريف التالي : 
إذا كانت »ا نقطة من مجال الدالة 1 وأضفنا إلى *« تغيرا ماء قدره »على (زئيادة أو 
نقصانا) بحيث تبقى النقطة »ده + ا في مجال الدالة 4 فعندئذ سيطرأ على ١١‏ تغير قدره إك 


حيث (2) 1 - (ه + «) 1 ع برذ 


الشكل (6) 
نعرف تفاضلة لإ التي نرمز لها بالرمز بوك كما يلي : 


٠7 . 4 <>‏ ع بول 
أو «*اى. 2 -2ك و إذا أخذنا «-(14)2-بر فإننا نجد أن : 
»اك > 2خ .1 ع عدخ . () '+ - 00 ل - يرل 
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إذن 
وبالتعويض في التعريف السابق نجد أن : 


عل > * 4 
»دل "و > يرل (2) "2 ع نول 
7 4 
ومن هنا نرى أن . (0) “+ 2 الل دار 
“دل 
ويلاحظ مما تقدم » ومن الشكل الهندسي السابق أن : 
0 
. 0 "7 د برج . يو دعق , ال درن 
7 جل 


(«)؟ - (* د + «) 1 - ود 
نإل تساوي تقريبا بلك أي /إه ع برل 


ولدلك فان : بول + («) * ج :زد + (2) ؟ - (عدم + عر) 1 
ونظرا لسهؤالة حساب لإكل من العلاقة اث . (7) + - يرل () "+ د برل 


فإننا نستفيد من العلاقة الأخيرة في إيجاد القيم التقريبية لبعض المسائل الحسابية . 
أمثلة 


أء لذا كانت 2+1 322 > (2«) ؟ - بز فأوجد لإل و نزخ عندما تتغير ا من 2 إلى 2.1 


الحل : 
لدينا [1+(3)2(2-2)2]-[1+ (3)2.1(2-2)2.1] - (2)+ - (1)2.1 د وه 
[1+ (2.)2 -(3)4] -[1+ (2)2.1 - (3.)4.41] د وذ 
3 - 
ثم إن >نث . (2)' - نول 


ولكن 6-2 -(14)02 ومنه 10-<12-2<-(1“)0 

كما أن 2.1-2-0.1>يجم ولذلك فإن ‏ 100.121 برل 
ويلاحظ أن : للك - 1.03 - 1 - نول 
2 استفد من مفهوم التفاضل لتحسب 102/. 
الحل : 


نضع </ه -(400-ز ونأاخذ 100-* و 2خ فنجد أن المطلوب هو : 
2 - (102)غ > ا + ع)؟ 


ولكننا رلينا أن : /إل + (*) ؟ ج (ينة + )1 


102 


ومنه بنك + 200 ع 102 
ولكن ‏ <الث . (100) “1 -2< 4 . (<) ' ؟ ح بول 
1 


1 00 1 
انما سل د (ي)'؟ لذلك فإن ل - -(100)'؟ 
تايف 320 20 2/100 ١‏ 
١‏ 1 1 : 1 5 
ذه لك م بالتالى فإن ‏ 10.1- ل +210 7/102 
لو و لي 0 


2 
5 


3. استخدح التفاضل لتقدير قيمة التغير في 
هء٠‏ عندما يزداد *ا من 32 إلى 34 


“ا - ()4 في الحالتين التاليتين : 


0.9 عندما يتناقص *ا من 1 إلى‎ ٠. 


الحل : 
هء لدينا 32-<#« و 34 برك + و 2- جه . إن التغير في (1)2 هو : 
(«)* - (ينهة + <«) + - () + 4 وبالاعتماد على التفاضل رأينا أن (*)؟ 4 > (*«) مك حيث 
>نث . (<) ' 1 > (<) كل 


إذا 20.1 0ه 
أما القيمة الفعلية ل ()؟ 4 فإنها : 
(32) - (34)؟ > (م) ؟ +- ييخ + ») ؟ - («) + 1 


2 04 
2 - 4 - 40982 - *(62 - *(64 - 
ده لدينا هنا [ ير وو (09<-يرة +ع و 0.1->جتثلمى ‏ ومته: 
2 [ 2 ا 
(«مة ع 0.04- ع 5د (0.1-) . عل كديين .0 '1- )1ل 
50 جم 5 
1(5) 
أما القيمة الفعلية ل (*)*4 في هذا الحالة فإنها : 
(40 - (0.9)؟ - #0 - جه + ع)؟ > () ك4 
3- -1- 0.9587 - 0(75 - 0.9(75) - 


103 


تمارين 
٠‏ في التمارين 1 إلى 5 ٠‏ استخدم تعريف المشتقة في نقطة» لتوجد - إن أمكن - مشتقة 
للدالة في النقطة المبينة إلى جانيه . 
1[. © > () حيث »ء ثابت ما في النقطة 2 2 
2.2 1+*22 2 -(خ#)2م "في النقطة 4 
3. «له +-(ع08م في النقطة 1 : 
4. ”ير > )1 حيث 83 » « في النقطة 1 
5. دوم في النقطة 3 


3 في التمارين 6 الى 10 » أوجد - إن أمكن - (©)'* و (8)+ و 1 
(ه) للدوال © في النقط 2 المبينة إلى جائب كل منها . 


6. ا+|2 | - )1 في النقطة ‏ 2-0 
7 #برلة + ير ع (“«)ع في النقطة 0 > جح 
0.8 2->»|+2-« - (»«)] في النقطة ١‏ 2-2 
1<*: أيه 2 
9 207 1 في النقطة [ -< 2 
0<*: 1 يوت 
0 0 لاوم في النقطة ١‏ 2-0 


« في التمارين ‏ 11 إلى 15 ٠‏ أوجد - إن أمكن - معادلة المماس والناظم لمنحنى الدالة 
* في النقطة المبينة إلى جانبه . 


11. 1+ 2ير -- »«)م في النقطة (0,1) 
12 2+إ» 00-3 في النقطة (0,2) 
6.3 1[1- تيم ع-(م#)م في النقطة (1-,0) 
4. أ« ها ء ممع في النقطة (0,1) 
4 
سد الل فى النقطة 
1[ >*: 00 ل 8 0 
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« في التمارين 16إلى 20 ء. استخدم تعريف الاشتقاق لتوجد (7')8 في النقطد 8 المبيئة 


في كل تمرين . 
6. -2هير ع (ع«)] و [- - ع 
1 
7. > («) 1ح 1 - >3 
2 
8. || - )م ة 2ه -ج 
1 
١‏ 2 3 
و. ‏ 11>« " * 1ع ريم ؛ 1[ -ه 
[<*< : 4-يسخم4 
1 
0 3ع ؛ 8-2 


٠‏ في التمارين 21 إلى 25 ٠‏ استخدم قواعد الاشتقاق لتوجد الدالة المشتقة للدوال المعطاة 


[2. 3 > (#) 1 2 عر تيوح («) + 
1 
23. ب («) ؟ 4 . + شير 5 - ع («) 1 
0 
1 
25 1 ---(:»)] 
4 
٠‏ في التمارين 6 إلى 30 . استخدم تعريف الاشتقاق لتوجد (8) “1 في النقط 3 المبينة 
في كل تمرين . 
1 1 
6 اتنس -ع)-(»)؟ 4 1-ج 
2 
2 
7 عل 2+ 3ك )ع 2 >2 
, : 
8. وريم 20ج 
2 
[- خز 
9. 9 105 25ج 
42 2خ 
0. عر + يرع )م 10-ه 
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الدوال المشتقة للدوال 


»1ن 


0 2+1 


2+2 


٠‏ في للتمارين 11 إلى 5 » استخدم قواعد الاشتقاق لايجاد 
للمعطاة 
3 هناد ة 07 2 
4+2 
3 3 +عر مزع - ()] 34 
3 
5 أيه + 2 - (:)6 
« في التمارين 36 إلى 40 » أوجد قيمة 2 إذا علمت أن : 
6 2بر ‏ ع (م) ]1 و 6 > (4')02+ 
37 3+ يرع ()ع و 3 > (1')2 
1 1 1 
8 - )ع و --- (1')2 
4 9 
39 “ب ير 2 - («) ع و 0 > )+ 
4 
40. 1ت - ري و 0 > )1 
1+ 
0 4 
٠‏ في التمارين 40 إلى 0000 
38 
41. 2+1 5 دنر 42 
43 5 44 
2 و3 5 
2 
5 : دو 
>« - كيه 
» في التمارين 46 إلى 50 ء أوجد معادلة المستقيم المماس لمنحنى الدالة 4 في النقط 
646 بر - )+ (2,4 -) 
4 عد - (»«)؟ ؛ (1,1) 
1 
48 - - ()1 (1.1), 
4 


49. 5 > (»«)ع] ١‏ (05) 
50 ور 5 (1,0) 
1+ 


ه في التمارين 51 إلى 55 » استخدم قاعدة السلسلة لتثيبت صحة المشتقة المعطاة لكقل 


دالة : 
51. إذا كانت (1)2 125 - (<) ط فإن الك 17 
5638 
00 5-57 («12 1 
2 إذا كانتت (») ل > (2«) م فإن ‏ تكب -رع«)'ط! 
(<) 2/1 
3. آذا كانت () 1 وزو - («) ط فإن ‏ (*)] 5م» (<)' ت («) 'طآ 
4 اذا حّانت 20:) 1 ومته > (<:) ط فإن ‏ (خ)2 512 (<«)1 -> 6ط . 
55 إذاكانت "اع - (»«) ط فإن ‏ 9ع (ي) م <-<(ي)'ط 


٠‏ في التمارين 56 إلى 60 ٠.‏ استفد من التمارين 51 - 55 السابقة لتوجد الدالة للمشتقة لكل 


دالة معطاة . 
6 . (2+2 ) ص[ (-«)غ 7 3+22-1©#ول. - (*«)] 
68 *< *ج > (ين)ع 9 . صزوع (4)2 
1+ 


0 . دوو - ()1 


« في التمارين 61 إلى 265 استخدم قاعدة السلسلة لتوجد الدالة المشتقة للدالة المعطاةٌ . 


٠.6[‏ 2(5بر3+ ين)(:*«)] دم  .‏ 5رير + يرج )- (ع«)غ 
٠3‏ *“»-(#ن)] 4 . < لأولء - («) ]1 


٠ 65‏ «</ ضذو- ()1 
« في التمارين 6 70 » استخدح مفهوم الاشتقاق الضمني لتوجد “لا. 


66 سد رن 67 التي 
7ل +« 
8. 2-1و_تي ٠9‏ برع« ح وول 


0 4 حر تبثي 
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٠. في التمارين 71 - 75 أوجد © يز من اجل 5 المحددة في كل تمرين‎ ٠ 


٠. 71‏ إذا كانتت [+ يدع تير تبردبرا فأوجد 3 بو 


2 . اذا كانت *3 - رو فأوجد )بر 
3 إذا كانت #2 > بول فأوجد ‏ ان 
4 أذا كانت «لل بر فأوجد “اب 


5 أذا كانت (4+1* )12 -/ز فأوجد 


6 


« في التمارين 76 إلى 80 ء استخدم قانون ليبنز لتوجد المشتقات من مراتب عليا للدوال 
المفروضة ٠.‏ 

٠. 6‏ إذا كانت *#ع :يرع («)م فأوجد (») 03م 

77 . إذاكانت #/ه »م51 >-() فأوجد )72240 

8 إذا كانت - 1 . > هآ فأوجد (»)”:آ 

9 8 9إذا كانت (”ع+2ه . كير > (»)5 فأوجد (#) (0:] 

0 إذا كانت - #دم[ *م - )2 فأوجد (2)””] 

« في التمارين 81 إلى 85 » استخدم مفهوم اشتقاق معكوس الدالة لتوجد المطلوب . 

)4-22()0( لذا كانت 1+ 22 + * يرح )م فأوجد‎ ٠.1 

2 . إذا كانت - 00 **م فأوجد 7300 4]) 

3 . إذا كانت (1+ *) ها («1 فأوجد (-)73-؛) 


4. إذا كانت دومع فأوجد (6()1) 


٠ 5‏ إذا كانت 5+ 2»لن.-(»)6 فأوجد (4)'(-ع) 
« في للتمارين 86 إلى 90 » استخدم التفاضل لتقدير قيمة التغير في الدالة المعطاة . 
6 5ه جيه >(1)0 حيث ا تزداد من +4 إلى 5 

2 
7 . ا -(*خ4)0 حيث 2 تنقص من 1 إلى 0.8 
8 «*ورعه1-(«)4 حيث »#« تزدلد من 100 إلى 102 


9 . *ع©-(خ)4 حيث « تزداد من 2 إلى 3 


0. 9 -()4 حيث « تنقص من 5 إلى 45 
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.في التماردن 91 إلى 5 » استخدم التفاضل لتوجد قيحم المقادير المعطاة. 


01 5 6 02 3 ورعه1! 
3. (05)32» 4 (44) روزن 
6.5 1/30 


« في التمارين 96 إلى 115 ٠»‏ أجب على المطلوب في كل تمرين . 

6ه إذا كانت »*/ة -(*«)م برهن على أن + مستمرة في النقطة 0 -« ولكنه غير قابلة 
للاشتقاق في هذه النقطة 

7 . أذاكانت |2-« | + 2-» > ()م فأوجد - إن أمكن - (*2)'+ و(4')2 و(1')2 

8 . أوجد معادلة الخط المماس لمنحنى الدالة 


0 > * : #ي# 60 ف النقطة 0 
٠ : .: 0 -‏ 
0< : د[ َي 
9 . إذا كانت 2 ير-/8 فأوجد لكات 
"عال 
0 5 : 57 
0 . إذا كانت 7 ي# - («)م 2 فاوجد - إن أمكن - “غ 
2-0 0 
لغ 
2 3 
٠. 10[‏ أوجد افد لظ اله 84 
1 ير + 2 ير ”جر )جل 


2 . أذا كانت 7 دالة يحقق 2 > (0)+ و 1 >(0) ”1 فأوجد معادلة الخط المماس لمنحنى 
* في النقطة (2 ,0) . 

3 . لتكن 23 -«8 > ير معادلة الخط المماس لمنحني دالة ؟ في النقطة (17 ,5) أوجد 
(2')5 . 

4 . أوجد معادلة الخط المماس لمنحنى الدالة 18 > تيز« في النقطة (3-,2) . 

5 . إذا كانت م دالة قابلة للاشتقاق في نقطة 2 وكانت 

0 160 


ه-» ١<>(«)عم‏ 
2-2 : (17)2 


برهن أن الدالة م مستمرة في النقطة 8 . 
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6 . إذا كانت 5ه 2 


©</ة حيث 7 
فيرهن على أن 0 > يو ريو ”و تي - 1) 
1 |3-| 
8 98 5 3 : لله 
3 >2 : 1 


في النقطة 3 > #اء هل 4 قابل للاشتقاق في هذه النقطة ؟ 


8 . إذا علمت أن ع2 +00-()/م و 2ير-(«)عغ فأوجد كك عند لدعي 


1 2 
09 . ليكن 1[>*:: [+ثنم»ن 000 
7:<<[1: ا+تتج 


أوجد 2 و ط حتى يكون هذه الدالة قابلة للاشتقاق في النقطة 1 -* 
2 
0 ه. ليكن 3+1« > (2) 1 » باستخدام التفاضل أحسب قيمة تقريبية لتزايد الدالة / 
عندما تتغير ا من 8 إلى 8.1 . 
٠. 2‏ باستخدام التفاضل أوجد قيمة تقريبية للعدد '2م علما بأن 2<7.39ع . 
3 . إذا كانت 2 +2 3+ 3« - («)م# فهل هذه الدالة قابل للاشقاق على 2 ؟ 
4 . لأا كانت 1 + *م>-(0)مة أوجد '(32)2/) . 


ذا كانت - *» >(2)2 فاستخدم قانون ليبنز لتوجد (00)1 . 
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الفصل الرابع 
تطيبقات المشتقات 


أولأ : تطبيقات المشتقات في دراسة الدوال 


يستفاد من الاشتقاق في دراسة مواضيع متعددة من الرياضيات وأهم هذه المواضيم 
تتعلق بدراسة تغيرات دالة في فترة ما من مجالها . 
نذكر منها : 
تزايد وتناقص دالة ٠‏ القيم القصوى لدالة ٠‏ التقعر ونقاط الانعطاف لمنحنى دالة » حساب 
الحالات غير المحددة للنهايات . 
وسنبين دور الاشتقاق في دراسة هذه المواضيع بعد التمهيد لذلك بمبرهنات فيرما و رول 
و لاغرانج . 


1-4 مبرهنات فيرما و رول و لاغرائنج 
مبرهنة فيرما 4 - 1 - 1 

إذا كانت م دالة معرفة على فترة [8 , 0] حيث 8>ن ويبلغ حده الأعلى 
(الأدنى) في هذه الفترة عند النقطة © من (8 ,©) وكان * قابلة للاشتقاق في ه فإن 
10-0 
البيرهان : 

ينتج من تعريف الحد الأعلى لدالة * على فترة [8 ,»] أن (©)+ ك (2«) لكل 
* من [8 ,©] ومنه نجد : 


: إذا كانت >< قان لع ء 0 وبالتالي فإن‎ ٠. 


)7 - )م كطخ الى 
م )1 - 10 عجدبو د (1")7 
-» 22 


: إذا كانت *««> 0ح فإن الت عضر وبالتالي فإن‎ ٠ 


5 متا 
ات سات اا 0 
2-6 عو 


وبما أن ؟ قابلة للاشتقاق في » فإنه ينتج عند الملاحظة ب من (3 -2 - 2) أن : 
5 ) * >( »)"+- (ع)') 
ولذلك فإن ‏ 0-(ع)'“#+ . 
ميرهنة رول 4- 1 - 2 
إذا كانت © دالة مستمرة .عنى فترة [8 ,»] حيث 8 > ن وقابلة للاشتقاق على 
(8 ,») و (1)8 > (2)0 فإنه يوجد على الأقل نقطة »© د (8 ,©) بحيث يكون 0 -()'1. 
البيرهان : 3 
[1. إذا كانت ؟ ثابتة على [8 ,©] فإن 0 - ز<«)'4 لكل « د (8 ,©)اء وهذا يعني إن كل نقطة 
من (8 ب©) تصلح لأن تكون © . 
2. لأا كانت + غير ثابتة وكان .1 و ]] الحدين الأدنى والأعلى للدالة *# على 
[8 © ]قإن [] >1 وبما أن (4)8-(4)0 فإن (0)؟ سيختلف إما عن [] أو عن 
آ ولتفرض أن [آ* (4)0 ولذلك يوجد ء د(86,») بحيث يكون [1>-©)1 ء 
وينتج عن مبرهنة فيرما أن 0 >(" . 
ملاحظات < 3-1-4 
أ. المعنى للهندسي لمبرهنة رول هو إنه - عند تحقيق فروض المبرهنة - يوجد نقطة على 
منحنى الدالة 4 ٠‏ فاصلتها »© د (8 ,») » يكون المماس فيها موازياً للمحور «ه. 


8 


الشكل (1) 
باء قد توجد نقطة ه 3 (8 ,©) بحيث تكون 0 > 0 ) “* دون أن تحقق الدالة 6 شروط 
مبرهنة رول على الفترة [8 ,ه]. 
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أمثلة 
٠.١‏ بين أن الدالة 2 +32 - ير - (8) م تحقق شروط مبرهنة رول على الفترة [3 ,0] 
وأوجد النقط » الموافقة . 
الحل : 
بما أن دالة كثيرة حدود فإنها مستمرة على [0,3] وقابلة للاشتقاق على 3١!‏ ,ن) 
ولدينا (3)م2-4-(4)0 . إذن؟ تحقق شروط مبرهنة رول على الفترة [0,3] . 
من أجل إيجاد النقاط »ع الموافقة » نلاحظ أن : »ام - 2ر3 ع (ه) 6 
وتكون 0 > (*) '؟ عندما تكون 2-60 -*« أي عندما تكون 0 > (2-<) « أي عندما يكون 
إما 0 - »« أو 2-« ولكن #0 ليست من الفترة (3 ,0) ولذلك فإن النقطة الموافقة هي 


2 حاح . 


عم 


[#دج« : 2 يمر 
2. الدالة "5 *1 > (يعو)] 
1 >< : 5 


لا تحقق شروط مبرهنة رول على الفترة [2 ,2-] لأنها غير مستمرة في النقطلة 1>-*» 
حيث (21)1 3 -(<)1 1121[ . 


1 


ولكن يوجد 0)-ه٠‏ د(2,2-) تحقق 0>-(ع)'1 . 


مبرهنة لاغرانج ( التزايدات المحدودة ) 4 - 1 -4 
إذا كانت 1 دالة مستمرة على فترة ث3 ,به] حيث م > ه ؛» وقابلة للاشتقاق 
على ( 8 .» ) فإنه توجد نقطة واحدة على الأقل » د( ,») بحيث يكون : 
(0)-20 رمم 


86-0 
البرهان : 
نأخذ الدالة : 1 تف 
فنجد إنها تحقق شروط نظرية رول على الفترة [8 © ] فهي مستمرة على [8 ,0] وقابلة 
للاشتقاق على (8 ,» ) ولدينا و 


إذن يوجد © في الفترة (ق8 ,©») بحيث يكون 0-(ء)/ مب ولكن : 
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20-0 رم رهنو 


]- 


بن 120-1050 وم 
-ث] 


ملاحظات 5-1-4 

أ. المعنى الهندسي لمبرهنة لاغرانج هو إنه عند تحقق فروض المبرهنة يوجد 
نقطة واحدة على الأقل من منحنى الدالة 4 فاصلتها » 3 (6 ,»ه) يكون المماس فيها 
موازيا للمستقيم 1 المار من النقطتين ((0)+0.4©) و ((8) 8.4). 


الشكل (2) 


كاي يعنت القاتورة 120-10 م 
0-0 


بقانون التزايدات المحدودة للدالة ؟ على الفترة [8 ,»] » ويكتب هذا القانون على الشكل: 


(») '4 ( - 8) > (0)* -(6)8 
وإذا وضعنا 8-0-5 و -م8 235 


نجد أن : 
ط+»هح-م8 و 86+وىلدتح حيث 0>80>1 
ويكتب القانون السابق على الشكل : 


(ط 6+ » ) ”51+ (ه) + ع (ط + )1 
وإذا أخذنا *« نقطة متغيرة في الفترة [8 ,0 نتحصل على : 


.(ط 6+« ) '* 1 ط + (ع«) 2 - رط +ع)) 
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1ته0>60: 97 لط امضاد 
وهذه هي الصيغة المشهورة لقانون التزايدات المحدودة . 
ج ٠.‏ يمكن تعميم مبرهذة التزايدات المحدودة على الشكل التالي : 

إذا كان ”م و ع دالتين تحققان شروط مبرهنة التزايدات المحدودة على فكقرة [8 ,ه] 
حيث م >» ء وكان (©) ع * (8 ) م8 فإنه توجد نقطة - واحدة على الأقل - »ء د (8 ,©) 
)12 _ (©)1-(0) 1 


بحيث يكون : ِِ 6 ن هذا الت بأن نأخذ الدالة 

قده (©86 (©)8-(0)ع ا لقنن د 

1420-10 رمي وتطبق عليها مبرهنة رول فنجد المطلوب مباشرة . 
(©)8 -(80) 


« إذا أخذنا في هذا التعميم الدالة م بحيث أن «-(*) ع لكل « من [8 ,»].فإننا نعود إلى 
الحالة السابقة . 


3 . برهن على أن الدالة ‏ 86+5#-»ر-(8)ة تحقق شغ روط مبرهنة 
لاغرائج ( التزايدات المحدودة) على الفترة [1.6] ثم أوجد النقاط »© الموافقة . 
الحل : 


بما أن الدالة 1 هي دالة كثيرة حدود فإنها مستمرة على الفترة [6 ,1] وقابلة للاشتقاق 
على الفترة (6 ,1) ولذلك فإن 6 تحقق شروط مبرهنة لاغرانج على الفترة [6 ,1] . ومن أجل 
إيجاد النقاط © الموافقة نحل المعادلة : 


_ 5) -40( 
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4 - 2 دور الاشتقاق في دراسة تزايد وتناقص دالة 
تعريف 4 -2 --1 
٠‏ تقول عن الدالة © إنها متزايدة على الفترة (8 , » ) -1 من مجالهاء إذا كانت تحقق 
الشرط التالي : 
»0 * > (*) 41 <- «: > رع»ا وذلك لكل ا و جا من 1 . 
٠‏ نقول عن الدالة ‏ إنها متناقصة على الفترة (8 ,©) -1 من مجالهاء إذا كانت تحقسق 
الشرط التالي : ف 
(0:)* > (2<)؟ <ت «<« > رع وذلك لكل ا و :ا من 1 . 
٠‏ نقول عن الدالة * إنها وتيرية ( مطردة ) على النترة (ق8 , » )-<1 من مجالها إذا 
كانت © متزايدة على 1 أو متناقصة على 1. 
٠‏ إذا استبدلنا الإشارة > بالإشارة > في التعريف السابقة فإننا تتحدث عن الدالة المتزايد 
تمامأ والمتناقص تماما والوتيري تماما . 
أمثلة 
[ء الدللة ‏ 2-1 >-ت(خ«)4 متزايدة تماما على 2 لأنه لكل *«ا_. و كا من 2 فإن: 
(:*) 1 > (*) +؟ ‏ 1-ج<2 > 2-1 جد :إن > ع" 
٠2‏ الدالة * ©-(*)4 متناقصة تماما على © لأنه لكل «ا. و جا من 2 فإن: 
(:) 1 > (ي) ؟ جح 05م > :*اج ‏ جح ريع > وير جت ‏ جغ > ب" 
3 للدالة 2 -(خ#)م متناقصة تماما على الفترة (0 ,©-) ومتزايدة تماما على الفترة 
(ه ,0) لأنه : 
إذا كان ا و جا من (0 ,>) فإن : 


20 > (ي) * جح خرعر > ور جد يعر > رء 


وإذا كان ,ا و جا من ٠(‏ ,0) فإن : 


() ؟ > (,ع)* جح خيع > 2رعر د يعر > ري 
النتيجة للتالية تستخلص مباشرة من التعريف السابق 1 
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نتيجة ‏ 2-2-4 
إذا كانت (ق ,» ) -1 فترة من مجال الدالة 4 فإن : 


ه + متزايدة على الفترة ا للا مط اتكف جه لكل يا »رامن 1. 
1١! 02‏ 


ه م متناقصة على الفترة 1 > لا لكل و« ,»د من 1. 
مبرهنة 2-4 -3 
إذا كانت ()# -لاا دالة متصلة على فترة [8 ,0] -1) حيث 83> تن وقابلة 
للاشتقاق على الفترة (8 ,© ) -1 فإن : 
اه “ متزايدة على الفترة ‏ 1 ج» 2(<0خ)'/م لكل « من 1 . 
2. 4 متناقصة على الفترة 1 ج»>  4”)<2(>0‏ لكل عرامن 1 . 
البرهان : 
نبرهن على 1 ويتم البرهان على 2 بطريقة ممالة . 
لنفرض أولا أن الدالة 4 متزايدة على الفترة 1 ولتكن « نقطة من 1 وليكن 0ط عدداً 
بحيث أن ط +« د12 عندئذ ينتج عن «2-2-4) أن لاط عضاد ولذلك فإن 


مح 80 لش يرز أي أن 20<0'+ . 
0ط 


العكس : لنفرض أن 0 < (7)#2/م لكل *« من 1 عندئذ نجد إنه لكل 
او ا من (8 ,») -1 بحيث أن 2<« > :اا يكون 1 [ر<,,] » وبحسب نظرية 
التزايدات المحدودة » يوجد © من [:* ,«] بحيث يكون : ل ليع رمم 
1 2 


0 1)*2(-1):( 


وبما أن ' ()"0>4 ( بحسب الفرض ) فإن 
-222 


وهذا يعني أن + متزايدة على 1 بحسب (2-2-4) 
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ملاحظة 4 -2 -4 
ينتج عن المبرهنة السابقة إنه لإيجاد الفترات من مجال الدالة ؟ التي تكون فيها ؛ 
متزايدة ( متناقصة) ندرس إشارة ر*#”مة وتنسحدد الفترات القي يكون فيها 
0 < )+ (0> 2 0). 
أمثلة 
٠:‏ أوجد الفترات التي تكون فيها الدالة 2+ 25م 2:3 > (<«) م متزايدة والفترات التي تكون 
فيها هذه الدالة متناقصة . 00 
الحل : 
إن (2 -* )*6 - ع 12 - شير 6 - («) /غ 
وإن 0>-(*)“'1 في النقطتين 0 >« و 2<« ولذلك فإن جدول إشارة (<) “1 هو : 


من هذا الجدول نجد أن (0>402 في الفترتين (0 ,6-) و (2,6 ) ولذلك فإن الدالة ؛ ى 


مو 


متزايدة في هاتين الفترتين وإن (“* < 0 في الفترة (2 ,0) ولذلك فإن الدالة 4 متناقصة في 


هذه الفترة 7 
2 

2 . أوجد الفترات التي تكون فيها الدالة سسب - (6)00 متزايدة والفترات التي تكون فيها 

+ متتاقصة . 
الحل : 

ا 24 (1 + 22«) 2 1 

نلاحظ . ولخ ا ا ع وي 

أن 2+1 6 ب 

ومنه نجد أن ) “0>1 جه > 0 


ولذلك فإن للدانة 4 تكون متزايدة على الفترة (©,0) كماأن (<*)'+*<0 جه «<0 
ولذلك فإن 14 تكون متناقصة على الفترة [0 ,م-) . 


3-4 دورالاشتقاق في دراسة القيم القصوى للدوال 
تعريف 4 - 3 - 1 

نقول عن الدالة 4 إنها تملك قيمة عظمى في فترة 1 من مجالها ؛ إذا كان يوجد 
نقطة 4 من 1 بحيث يكون (2)0 > (8)/ لكل »* من 1 . ونسمي (0), » في هذه 
الحالة بقيمة عظمى محلية للدالة © في الفترة 1 . 
وبشكل مشابه ؛ فإننا نقول عن الدالة 284 إنه تملك قيمة صغرى في الفترة 1 من مجالها » 
إذا كان يوجد نقطة ح من 1 بحيث يكوز, (1)2 > (ع)1 لكل ا من 1 . نسمي (©)1 . 
في هذد الحأنة » بقيمة حاغرى محلية_للدالة © في الفترة 1 . 


نسمي القيمة العظمى أو القيمة الصغرى للدالة + في 1 بقيمة قصوى للدالة 4 في 1 


الشكل (3) 


ه إذا كانت 1 فترة من مجال الدالة / فإنه قد تكون للدالة ) قيم قصوى محلية في الفترة [ 
وقد لا تكون له قيم قصوى محلية في هذه الفترة » كما توضح الأمثلة التالية : 
أمثلة 


1 2 

٠.1‏ للدالة ٠‏ ش - («) قيمة صغرى في الفترة [1 ,1- ] - 1 عند النقطة 0 لأن 
+2 

(«)05>4-(0)# لكل «*« من 1 وهي تملك قيمة عظمى عند النقطتين 1- و 1+ وهي 


(0* -(1-)م لأن (4)1-(1-)2(>4) + لكل «* من 1 . 
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1 *ة << : 214 


0670 مم قيمة صغرى في الفترة [1 ,0] هي (0)+ ولكن 
نشت 2 


ليس لها قيمة عظمى في هذه الفترة . 


سو 


الشكل (4) 
3. للدالة 
0 > * ه 1+ 
0 >< : 3 - )1 
0)(<* : [+س»- 
قيمة عظمى في للنقطة 0 من الفترة (1 ,1-) ولكن ليس لها قيم صغرى كما يوضح الشكل 
التالي : 


الشكل (5) 
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مبرهنة 2-3-4 
إذا كانت 4 دالة مستمرة على فترة مغلقة ومحدودة [8 ,»] -1 فإن1 تملك 
قيمة صغرى وقيمة عظمى - واحدة على الأقل - في الفترة 1 . 
مثال 
إن الدالة 3»ار- :-()4 مستمرة على الفترة [1 ,1-]) ولذلك فإن نلدالة 2 
قيم صغرى وقيم عظمى في الفترة [1,1-]. 


ملاحظات 3-3-4 
أ. يمكن صياغة مبر هنة فيرما الواردة في (1-4-! ) على الشكل التالي : 

إذا كانت م دالة معرفة على فترة [8,»©] حيث ‏ > 2ن وإذا كانت للدالة م قيمة 
قصوى في النقطة ء من الفترة المفتوحة (8 .,©) فإن 0-(ء6“/] | 
والمعنى الهندسي لهذه المبرهنة هو أنه في نقاط القيم القصوى التي تكون فيها مشتقة الدالة 
موجودة ٠»‏ يكون مماس منحنى الدالة أفقيا . 


ٍ الشكل (6) 

ب ٠‏ إن عكس مبرهنة فيرما ليس صحيحاً بشكل عام » فقد نجد ع من الفترة ( 8 , » ) 
بحيث يكون 0-(60“* دون أن تكون للدالة ‏ قيمة قصوى في » »ء فمثلا يمكن أن 
نرى إنه ليس للدالة ”< - («) قيمة قصوى في النقطة 0 من (1 ,1-) مع أن 0 -(0)'+ 
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ج ٠.‏ ينتج عن مبرهنة فيرما أنه إذا كان لدالة +4 قيم قصوى في الفترة ( 8 , » ) فإن هذه 
القيم القصوى ستكون في النقاط » من ( 8 , © ) التي يكون فيها إما ( )"1 موجودة 
وتساوي صفرا أو (© )"4 غير موجودة . 

تعريف 4-3-4 
ذا كانت (8 , ©) >1 فترة من مجال دالة 4 فإننا نسمي النقطة ء من 1 التي 

يكون فيها 0-(60+ أو (©6“+ غير موجودة ء بنقاط حرجة للدالة + في الفترة 

المفتوحة (8,») . - 

وإذا كانت [8,©] -1 فترة مغلقة من مجال “ فإن ©» و ( تسمى نفاط الأطراف للفترة 
1 وهي أيضا نقاط حرجة للدالة * في الفترة المغلقة [0,8] . 


مبرهنة 5-3-4 
لتكن »© نقطة حرجة للدالة ؟ فئ الفترة [8,ه] -1 ولنفرض أن ؟ مستمرة فيح 


. إذا وجد عدد موجب 8 بحيث أن 8-ع, 8+ه 1323 وبحيث أن : 


آ.ء 2(<0)'*+ لكل 2« من ع,8-ع) و 402(>0 لكل امن (8+خ»هع,ع) فإن (©)) 
قيمة عظمى للدالة م . 


2. 0>(*)'م# لكل #«رامن (ع,8-ه) و #62(<0 لكل «<امن (85+»ع,)2) فإن 


(ع>)1 قيمة صغرى للدالة 502 


3. إشارة («) واحدة في (8+هع,ع) لا (ع,8-©) فإن (2)6 ليست قيمة 
قصوى للدالة +. 


) تسمى القيم القصوى للدالة م المحددة في هذا الاختبار بالقيم القصوى المحلية (أوالنسبية‎ ٠ 
.1 للدالة‎ 
: ه يمكن صياغة هذا الاختيار بالشكل التالي‎ 


ذا كانت * دالة مستمرة على الفترة [2,8©)] -1 وقابلة للاشتقاق في جوار 


(8 +عءرعء) نا (©,8-») - 77 (حيث 58 عدد موجب ) للنقطة 6 محتوى في [ فإنه 
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1. إذا تغير (*«)'1 إشارته من (+) إلى (-) عند » فإن للدالة 4 قيمة محلية 
عظمى عند © . 

2 إذا تغير (#)'4 إشارته من (-) إلى (+) عند » فإن للدلالة © قيمة محلية 
صعرى عند © . 

البرهان : 

ا٠‏ بالاعتماد على المبرهنة (4 2- 3 ) نجد أنه إذا كانت ا من الجوار 7 المحتوى في 1 
فإن (4)6>(<)/ (كما في الجدول التالي) ٠‏ وهذا يعني أن ( »© ) م قيمة عظمي للدالة 


في الجوار ١‏ 


إشارة (669 1 


2. نفس برهان 1 . 


. إن الأشكال التالية توضح الأوضاع المختلفة الواردة في المبرهنة السابقة‎ ٠ 


ن نقطة حرجة حيث (0) 2 غير موجودة نقطة حرجة حيث 0 - ( ») '1 


٠ 


الشكل (7) الحالة الاولى 
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نقطة حرجة حيث (0) '42 غير موجودة نقطة حرجة حيث 0 -(2) '؟ 


ابر 5 


الشكل (8 ) الحالة الثانية 


الشكل (9) الحالة الثالثة 


ه الخطوات العملية في دراسة القيم القصوى المحلية لدالة ؟ مستمرة على فترة (0,8) 
باستخدام المشتقة الأولى . 
1. نوجد للنقاط الحرجة للدالة ؟ في الفترة (8.») وهي النقاط >عمن (8,©) التي 
يكون فيها 0-(466 أو (ع4 غير موجودة . 
2 ندرس إشارة (*)'/ في الفترة (0,8) . 
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3. إذا كانت ه نقطة حرجة وكانت إشارة («)'/ موجبة على يسار ع مباشرة »)ثكم 
أصبحت سالبة على يمين ع مباشرة فإن (©)4 قيمة عظمى » وإذا كانت إشارة 
(«) '* سالبة قبل » (على يسار ه) ثم أصبحت موجبة بعد » (على يمين )٠‏ فإن 
(©)4 قيمة صغرى ٠»‏ وإذا كانت إشارة (*«6“ 4 قبل ء هي نفسها بعد ه فإن (©)) 


أمثلة 

1. أوجد القيم القصوى للدالة 7 2 - * > («)*# على الفترة (© , م-) وعين نوعها. 

الحل : 
إن 

(©,م) التي تحقق ‏ 0-<(ع)“م أي 682-0-تن4 

ومنه نجد أن 0-(262)26-3 فالنقاط الحرجة هي قيم ع التي تحقق هذه المعادلة 


*ر 6 - 2 4 > (0/ 24 وإن النقاط الحرجة للدالة م هي النقاط من 


3 
وهي 0>ت نح و 2 - رين 2. 


إن إشارة («)'2 في الفترة (»© , ©*-) تحدد من الجدول التالي : 


نلاحظ من هذا الجدول ان إشارة ()' + كانت سالبة قبل النقطة 0 تبح ثم بقيت سالبة 
بعدها ١»‏ لذلك فإنه لا يوجد للدالة 1 قيمة قصوى في النقطة الحرجة 0-.هءأمافي 


النقطة الحرجة ‏ ديه فنلاحظ من الجدول أن إشارة (*«)”1 كانت سالية قبل النقطة 
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حي :3 خروعم: كر لصحت موجية ابودهنا + الذلاق كانه ووجق الل للة : 16 قينة اسم عع 


لم 


في 2 - يه وهذه القيمة الصغرى هي 22- - (5)3 


الشكل (10) 
1[>“*<:: 22 +1 
1]<*«: :5-1 
غير موجود ولكن ليس للدالة 9 قيمة قصوى في هذه النقطة على الرغم من أن إشارة 1 
(«) كانت موجبة قيل 1[ - » مباشرة ثم أصبحت سالبة بعد 1>-ء مباشرة . 


2. للدالة | - وم نقطة حرجة في النقطلة 1 دع لأن ()'؛ 


الشكل (11) 


والسبب في هذه النتيجة هو أن هذه الدالة غير مستمرة في النقطة » . 
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لا يوجد قيمة قصوى للدالة * هذه في النقطة 1 > » لأنه مهما كانت الفترة (8 , ©) >1 التي 
بنتمي إليها 1 يوجد ,*« من 1 بحيث يكون ‏ (4)1(>4)«1 ويوجد «<ا من 1[ بحيث 
يكون (1)1> (2<) 1 . 


2 
3. للدالة 73-()42 نقطة حرجة في 0>-» لأآن (40 غير موجودة حيث لدينا: 


5 3 0-0 0 
3 و ا ل لا يزيز 
0ج" * 0ج 0-خ 0ج 


وهذه النهاية غير محدودة ٠.‏ 


وبما أن (*)+ > 0 -(7)0 مهما كانت « من الفترة (1,1-) فإن للدالة ؟ قيمة صغرى في 
النقطة 0 -» وهذه القيمة هي 0 >(1)0 . 


10 


الشكل (12) 
ملاحظة 6-3-4 
ينتج عن المبرهنة (5-3-4) مباشرة إنه إذا كان للدالة («) م قيمة عظمى في النقطة 
ه من ,إلفترة (8,©) فإنه يكون للدالة («)5- قيمة صغرى في » والعكس صحيح . 
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تعريف 4 - 3 - 7 
نقول إن للدالة 4 قيمة عظمى (صغرى) مطلقة على الفترة [8,©] في النقطة »ع 
إذا كان (6)# > »6م (600 > (ع6)/ لكل »امن [8.»]ء 
ونوجد القيم القصوى المطلقة لدالة ؟ على الفترة [8,»] -1 باتباع الخطوات التالية : 
٠1‏ نوجد النقاط الحرجة للدالة * على الفترة [8,»] ولتكن هذه النقاط : 
8ى جه ,... , 2ع , © , ين 

2 نتنحسب (8) ؟ , () 1 ,. . . , (يء) 1 , (رء) 1 , (©) 1 ١‏ 
٠.3‏ القيمة الكبرى التي نجدها في الخطوة 2 » تكون قيمة عظمى مطلقة للدالة ؟ على الفترة 

[8,©] . والقيمة الصغرى التي نجدها في الخطوة 2 ٠‏ تكون قيمة صغرى مطلقة للدالة 

* على الفترة [8,»] . 


مثثل 
أوجد القيم القصوى للدالة 2 +|»إ2 - *» - («)1 في الفترة ا 
الحل : 
نلاحظ أن : 
3 2 
>2 >0 15-2 
2 1 > (1)2 
2>:»>0- : 2+2+2ي» 
ومنه : 
->ي >0 : 2-2 
1*0 


ا 500 ! 1 
فالنقاط للدالة م على الفترة |3 ظط1 : 
الحرجة للدالة 6 على الفترة |1,2-] هي 
1د نه لأن 0-(4')1 و 230يه لأن (4')0 غير موجودة بالإضافة إلى نقاط 
الأطراف وهي ده م أما النقطة 1- التي يكون فيها 0 > (1-)'6 فهي 


ليست من الفترة | 1,2-] ونلاحظ أن 
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5 3 5 
لداد يجح (آسمه - اح تت --)1 
1 20 و 1)1(<21 , 2 > (0) ؛ 1 َ )2 ( 


ولذاك فإن لهذه الدالة قيمة عظمى مطلقة في الفترة 3ط تقع في النقطة 0 وهي 
0-2 وله قيمة صغرى مطلقة تقع في النقطة 1 وهي 1 -(4)1 » والش كل التالي 


يوضح هذه القيم 5 


الشكل (13 ) 


مبرهنة 8-3-4 

إذا كانت © دالة مستمرة على الفترة 1 من مجاله . وكانت © نقطة من 1 بحيث 
أن 0-(0) '2 فإنه : 
٠.1‏ إذاكانت 0 > (خ)”م لكل *# من 1 فإن )+ قيمة عظمى للدالة 1 في الفترة 1. 
2 إذاكانت 0< («)”م لكل »« من 1 فإن (4)6 قيمة صغرى للدالة 4 في الفترة 1 
البرهان : 

ر _نبرهن 1 ونترك 2 تمرينا لأنه يشابه 1. 
بما أن 0 >8(5)” لكل « من 1 وبما أن ”5 هو مشتقة “+ فإنه ينتج عن (3-24) أن '+ 
متناقص على 1 وبما أن 0-(4')0 فإنه لكل » >« يكون 0->(1'6 < (82“# ولكل 
© <» يكون 0>-(6”+ >(*«)"1 وينتج عن (5-3-4) أن للدالة ؟ قيمة عظمى في »ء . 
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ملاحظة 9-3-4 

من دراسة النهايات والاشتقاق في نقطة ٠‏ يمكن أن نرى بسهولة إنه إذا كانت 8 
دالة ما » وكانت ( ©” م8 موجودة وموجبة فإنه يوجد عدد موجب 25 بحيث أنه إذا كان : 
5+ > و«<* > ع>ربي > مده فإن 2«*) م > (ء) ع > ( *) 8 
وإذا كانت (<*) ' ع موجودة وسالبة فإنه يوجد عدد موجب 58 بحيث أنه إذا كان : 
85 > ولز > > ر»« > قله فإن 2< ع8 < (6) م <(1*)ا ع 


نتيجة 4 - 3-- 10 


اذا كانت 1 دالة مستمرة على فترة 1 من مجالها » وكانت © نقطة من 1 بحيث 
أن 0-(0)'+ وإذا فرضنا أن (0)”+ موجودة فإنه : 


1[. إذا كانت 0<(ع) ”م فإن (0)+ قيمة صغرى محلية للدالة * في الفترة 


٠. 
لحكنا‎ 


2 إذا كانت 4”)6©(>0 فإن (7)0 قيمة عظمى محلية للدالة + في الفترة 
3س إذا كانت 0 >( ©)”7 فإننا لاا نستطيع الحكم . 
البرهان : 


3 
حسفا 


1. بماإن (4”)6 موجودة وموجبة فإنه ينتج عن الملاحظة السابقة إنه يوجد عدد موجب 

6 بحيث أنه إذا كان : 

6+ > ولا > حع> ريز > قمع فإن (2*)'"+ > (,<)'+ > (ع)1 

أي إنه في الفترة (8+ح,5هه) المحتواة في 1 لدينا 0 > (2) '+ لكل »#امن 8,0-©) و 
0< لكل «* من (8+ه؟ ,») و 0 ->(420 ولذلك فإن (©4)6 قيمة عظمى للدالة /] 
بحسب (4- 5-3 ) . 
2 تبرهن عليه بالأسلوب نفسه الذي برهنا به 1 . 
٠3‏ عندما تكون 0 ->(1"6 فإنه قد يكون للدالة 1 قيمة صغرى في ه وقد يكون للدالة / 
قيمة عظمى في © وقد لا يكون للدالة 4 قيم قصوى في © كما توضح الأمثلة 
الثلائة الواردة بالأشكال التالية : 
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امام له 


الكل (14) 


الدالة ير - («) 6 تحقق (7”)0 > (200 0 و الها ديمة عظمى في النقطة 0 


الشكل (15) 
الدالة “ا - («)م تحقق 0-(4”)0-(0)/+ ولها قيمة عظمى في النقطة 0 


1) 


الشكل (16) 


الدالة ه36 - () 2 تحقق 0 - (0)“+ > (4“)0 وليس لها قيمة قصوى في للنقطة 0 
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أمثلة 
٠1‏ استخدم اختبار المشتقة الثانية في إيجاد القيم العظمى والصغرى للدالة 
| 5 + جر 12 -2ير 3 - تير 2 - زعام 
الحل : 
لدينا 22-2 6- شبرع 6 - »)7 و20 6-*«12-(»«)", 
ومنه 0-(<«)'+ إذا كان 2-0 2 أي إذا كان 2-«أو 1--< ومنه: 
في النقطة 2 - , لدينا 0>(,عء)'1 و 18<0-(ع)”1 ولذلك فإن : ٍ 
5 < )4 قيمة صغرى للدالة 4 . وفي النقطة 1- - يه لدينا 0 > (2ه)'؟/ ْ 
و 18>0--<6»22)"+ ولذلك فإن 12 -(1)6©2 قيمة عظمى للدالة ؟ . 
٠2‏ استخدم اختبار المشتقة الثانية في ايجاد القيم الحسغرى والقيم العظمى للدالة 
4 + م 24 - ير 22 + تيرج - ذهعر - (:) ] 
الحل : 
بما أن هذه الدالة كثيرة حدود فإنها مستمرة وقابلة للاشتقاق على كل 2 ٠‏ ل ذلك فإن 
نقاطه الحرجة هي قيم «* التي تحقق 0 - (2 '+ »ولكن ‏ 24> 44 + * 24 - 3ه 4 > م '] 
ويكون 0-(*)'4 عندما يكون ‏ 2+11-6-0 6ت أي عندما يكون 
00 -(3-*)(2 - <) (1 -») »ء ولذلك فإن النقاط الحرجة لهذه الدالة هي 
1 حك دوه ىر 32 2م ا , 3 > إه 
إن المشتقة الثانية لهذه الدالة هي 4 + ير 48 - هر 12 > () ”ع 
ونلاحظ أن : 
8<0 -(1)” - (ر,ع) ”م ولذلك فإن للدالة ؟ قيمة صغرى في النقطة 1< به وهذه 
القيمة هي 5->-(1)1 . 
> 4 -2) ”+ - (ه) "+ ولذلك فإن للدالة + قيمة عظمى في النقطة 2 - هي وهذه 
القيمة هي 4-<-22)+ . 
0< -<(3)”+ - (ده)”4 ولذلك فإن للدالة ؟ قيمة صغرى في النقطة 3-:2 وهذه 
القيمة هي 5 (8)3 
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4 -4 دور الاشتقاق في دراسة التقعر والانعطاف 
تعريف 4 - 4 - ,م 

إذا كانت ؟ دالة قابلة للاشتقاق في نقطة ء وكان ع1 هو المستقيم المماس لمنحنى 
؟ في النقطة ((0)+4,ن) 
» نقول إن منحنى © محدب عند النقطة »ع (أو مقعر نحو والأسفل )إذاوجد 
جوار (8+ع,8-ه) -1 للنقطة ٠»‏ بحيث أن النقطصة (0)/.*) تقفعتحكت .1 
لكل »# من (ء!١1‏ 
«نقول إن منحنى +4 مقعر عند النقطة ٠‏ (أو مقعر نحو الأعلى) إذاوجد 
جوار (8,0+8-ه) > 1 للنقطة ه بحيث أن النقطلة (02)+#*,*«) تقع فوق 1 
لكل *« من (ء+١1‏ 
ونوضح هذا التعريف بالشكلين التالين ٠‏ 


منحنى الدالة ‏ محدب عند النقطة ع منحنى الدالة 4 مقعر عند النقطة ع 
الشكل ( 17) 
٠‏ نقول.إن منحنى + محدب (مقعر) في فترة مفتوحة 1[ إذا كان منحنى #7 محبياً 
(مقعراً) عند كل نقطة من نقاط 1 . 
٠‏ إن المبرهنة التالية تعطي اختبارا لتحدب وتقعر منحنيات الدوال وسنقبلها دون برهان 
تاركين لطلاب التخصص البرهان عليها . 


133 


مبرهنة ب 4 -2 
لنفرض أن ل دالة قابلة للاشتقاق مرتين على فترة مفتوحة (8,©) >1 . 
1. اذا كانت (*)”0>#2 لكل «امن 1 فإن منحنى الدالة م مقعر في الفترة 1 . 
2. نذا كانت (“)”+ <0 لكل « من 1 فإن منحنى الدالة 4 محدب في الفترة 1 . 
3. إذا كانت 0 - («) ”4 لكل << من 1 فإن منحنى الدالة © هو خط مستقيم في الفترة 1 


أمثلة 
ا. بين جهة تقعر منحنى الدالة ‏ 2 + تير 4 _*ير- («)] 


بما أن هذه الدالة كثيرة حدود فانها مستمرة وقابلة للاشتقاق مرتين على 15 ولإيجاد 
جهة التقعر ندرس إشارة (*«) ”42 حيث لدينا : 
7 - ذير 4 - )”ع 
(2-)< 12 - يج 24 -2: 12 - (م) "] 
ونلاحظ أن  4”)*2(-0 ١‏ عندما ‏ 0-نر ‏ أو 22ي 
والجدول التالي يبين إشارة (») "6 


1 "0( 


نرى من هذا الجدول أن : (*)”0>4 في الفترة ‏ (6.,0) ولذلك فإن منحنى ؟ 
مقعر نحو الأعلى في هذه الفترة . 

(«) “”* <0 في الفترة (0,2) ولذلك فإن منحنى ؟ محدب في هذه الفترة . 

(«) ”5 >0 في (© ,2) لب(0, ) ولذلك فإن منحنى م مقعر نحو الأعلى في هذه الفترة 


123*042 5 . 8 
2 ليكن 2 (8) أوجد الفترات من مجال 5 التي-يكون فيها 
منحنى 7 محدبا وتلك التي يكون فيها منحنى + مقعرا . 
للحل : 


+*)( - 
69 0 


. . 3 52 . 4 35 5 
واضح أن الدالة معرفة ومستمرة على 21١41(‏ ثمإن 7 
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من الجدول نجد إنه : 
في الفترة (1 ,ده -) يكون (*) “1 <0 ومنحنى 1 محدباً . 
في الفترة (1,©0 ) يكون (<«) "4 > 0 ومنحنى 1 مفعراً . 
تعريف 4 - 4 -.3 

إذا كانت م دالة مستمرة في النقطة ع فإننا نسمي النقطة ((0)؟ ,) ثقطة انعطاف 
لمنحنى 4 إذا كان يوجد 85> 0 بحيث تكون جهة تقعر منحنى 4 في الفترة ‏ ,0-8) 
مخالفة لجهة تقعر منحنى 4 في الفترة (8 + » ,©) أي أن جهة التقعر على يسار »© تخالف 


الشكل (18) 


ملاحظات 44-4 
أ. إذا كانت الدالة م قابلة للاشتقاق مرتين في الفترة (8 ,» ) -1 وكانت ه من 1 بحيث 
أن ((4)0,©) نقطة انعطاف لمنحنى م4 فإن 0) ”4 -0. 
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ولكن العكس ليس من الضروري أن يكون صحيحا كما يوضح المثال *: > 'ر»)م حيث لدينا 
5 مستمرة في للفترة (1 ,1- ) >1 و 0-(2“)0 ولكن 0 > » ليسا نقطة انعطاف لمتحنى 


1 الذي له الشكل الآتي 1 
7 10 


الشكل (19) 
به. لإيجاد نقاط انعطاف منحنى للدالة #4 ندرس إشارة (*) “4 ٠»‏ فالنقاط التي يغير 
عندها («) ”4 إشارته هي نقاط اتعطاف للدالة 4 . 


أمثلة 
٠.1‏ أوجد نقاط الانعطاف للدالة  :‏ 2+ تيرع-(»«)؟. 


الحل : 
إن هذه الدالة معرفة ومستمرة على 2 لأنها كثيرة حدود ولدينا : 


6 > (2 )"2 2 , بر 3 - (م) )1 


إشارة (») "5 يبينها الجدول التالي : 


ونرى من هذا الجدول أن (2)” + تغير إشارته عند النقطة 0 - ه- ولذلك فإن هذه النقطة 
هي نقطة انعطاف لمنحنى 1[ . 
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2. إذاكان ‏ 2 ++ تير 4_*ير - (0)غ 
فإن (*) “4 تغير إشارته عند النقطتين 0 - ,»© و 2 - ده لذلك فإن هاتين النقطتير 
هما نقطنا انعطاف لمنحنى هذه الدالة . 


5-4 دورالاشتقاق في حساب النهايات غير المحددة 
رأينا في مبحث النهايات (الفصل الثاني 6-3-2 ) إنه توجد بعض النهايات عند 
لتعويضن” النباقر لكة ضعينا ' اغيز معدد بدن الذكن اق 223 اوبيك وسقة 
00 


من الاشتقاق في حساب هذه النهايات من خلال قاعدة لوبيتال التالية : 


مبرهنة لوبتال (1)51م0.:1150) 4 - 5 -1 1 
إذا كانت ؟ و ع دالتين قابليتين للاشتقاق في جوار (2,8) للنقطة ح (يمكن أن 


(*0 1 00 . 5 
حيت> [عدد 
0 


'وإذا كان (*)ج وخ[ > 0 - (*)4 و1 ع وإذاكان 1ع 
7 


-6 2-0 


محدود أو ه+ أو م - فإن مآ - - 11513 
(*)8 عه» 
مثال 
لت نم 2 [1-*ع : 
أحسب النهاية التالية : - و1[ 
4 لكك 
الحل : 


نلاحظ أنه عند التعويض في هذه النهاية تنتج صيغة غير محددة من الشكل 
ولكن إذا وضعنا 
6-1©-(4)2 وا *>-(خ)بم فإننا نجد ان الدالتين + و م تحققان شروط مبرهنة 


لوبيتال ولذلك فإن : 


*© ل 189 الى _ 105 ال _ عع ل 
1 ج22 مس - ل حصمسببته- 
لظلا و تهنا > بج سنا > دما 
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ملاحظات 2-5-4 
أ. لقاعدة لوبيتال صيغة ثانية نتصها هو التالي : 
إذا كانت # و مج دالتين قابلين للاشتقاق على الفترة (©,»ه) وإذا كان #5(*0) م لكل 


«ا>»ه ءوإذا كان (*«)م يجنز[ ع 0 - (: )1 رررز[ 


ولإذا كان 1 دونز حيث ,[آ عدد محدود أو ص + أو - مه 
(:) 8 صو 

16: 1 

فإن ت_- الى 0 د 
(*)8 دج 


ويمكن إعادة هذه الصيغة على الفترة (6, صس- ) حيث م <- » 


سس 


ناه يمكن تَطبيق فاعدهَ نوبينال مرات عديدة منتابعة وذلك عند تحقّق شروطها في كل مرة 
فنجد أن : 


ون 00 رن 9ك ين 
دم 11111 1110200 
0( 6م عجيى 0( 85 عجي 5050 0 


ج.٠‏ يمكن تطبيق قاعدة لوبيتال في النهايات الجانبية (اليمين أو اليسار) وذلك عند تحقق 
شروطها . 


د ٠‏ يمكن تطبيق قاعدة لوبيتال في حال وقوعنا على غاية غير محددة من الشكل ‏ وذلك 
إذا تحققت الشروط : 
- 4 و ع قابلتين للاشتقاق في جوار (8,©) للنقطة © 
- 80 #«)'ع لكل «امن (8,») 


- (*)م8 جم [ز! - مه - (2:) 1 جوز[ 
6ط -_-_-1 6ج 


حيث يكون لدينا في هذه الحالة أيضا : 


(08) 1 1 100 5 
()'8 دمع (*8)0 دنه 
ه . في كثير من الأحيان يمكن تحويل الحالات غير المحددة من الشكل : 


0 . 0 أو 0 -- 006 أو 0 أو 1 أو 0مى 


- وذلك بعمليات جبرية - إلى الأشكال 1 او 


8 


حساب تلك النهايات . 
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2006 على 1 
لآ م -» 
الحل : 
بما ان [ جح رجز فسان التعويضص المباشر في 
2-6 
1 


]1 
0 
مإذا وضعنا “ا- 0(01)م و0 -(2) ج02 وطبقنا قاعدة لوبيتال نجد أن : 


1 1 
ا ل 1 0 0120 0 ل 97 
١ 8‏ شنم («)ع شب («)ع سيم *«/1 نه 
2 
5 
2. أحسب الغاية 3 11 
5-0 
الحل : 
بتطبيق قواع د الاشتقاق نجد أن التعويض المباشر في الغايية: 
اعوعة واوية 0 : 
3 1 يؤدي الى الصيغة غير المحددة ولصلك مجدم كاده 


4 0ك 


لوبيتال فنجد أن : 


2 ”> 
١‏ 5-6 0 [ لجا 2ير- دكجم ١‏ 
31 0ب 2 _- 
ولكن الغاية الك و1 تؤدي أيضا إلى الصيغة © ولذلك نطبق قاعدة لوبينال 
4 0ح 
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7 
ولكن ل ومز1 تؤدي ايضا إلى الصيغة 7 ولذلك نطبق قاعدة لوبيتال مرة ثالثة فنجد 
2 0ه 
أ : 
2 2 
ددع ٍ [-*م 5 5-0-6 5 [ ين جو سدتدكح 0 
,"2 6 0 6 0 311 0 2[ 0 
3. احسنا الغاية هار 113[ 
4 *0هع 
الحل : 
التعويض المباشر يؤدي الى الصيغة غير المحددة ل ولذلك نطبق قاعدة لوبيتال فنجد 
2 
1 
0004 1 
0 > (* -) رم[! ع 0 110 د ا 
0+« َ *0جي» *0جب: 
2 4 
خ 
4ه أحسب الغاية 111.* 11[ 
“0جه).: 
الحل : 


للتعويض المباشر يودي الى الصيغة غير المحددة من الشكل 0- ..0 ولكن يمكن 
تحويل هذه الحالة غير المحددة إلى حالة من الشكل ال كما يل : 
00 


* 112 1 1 
00 ما - ع«صا.» رررزا 
*/ *0ج« *0ج» 


5 َ- . 5 5 35 - 00 - - 5 ل ٠٠6‏ *» .. : 
رالتي تؤدي عند التعووطن لمان إلى السوقة زوق حبسييا هذى الخارة الأخير لحي 


المثال السابق بالاعتماد على قاعدة لوبيتال فوجدناها تساوي 0 . 


5م أحسب الغاية [دصا-ع] ووز 
, وم+ه جب ير 
الحل : 
نلاحظ أن هذه الغاية تؤدي إلى حالة غير محددة من الشكل هه - مه ولكن نلاحظ أيضا 
أن: 


110 


4 
1 
0100 5008 ' م1 . 
ومن قاعدة لوبيتال نجد أن 0 ما ع حح ير[ 
1 صدجح-» 5 صجهع» 
ولذلك فان : 
م + - [0-])] ص + - | خسط» إ» 0 تت [«صا-ع«] 110 
معج )ر لمعه < 
٠.6‏ احسب النهاية *غ< ررز] 
0ه» 
الحل : 


تؤدي هذه النهاية عند التعويض المباشر الى الصيغة ”0 . ومن اجل حساب هذه 


النهاية نضع *برات بو فنجد أن « صا »ا - /ز ص[ ومنه نجد » معتمدين 


على المثال ‏ 4 السابق » أن 0 - ع هلع ووز[ > لز هآ ررنن! 
+0 0تى_. 
ولذلك فإن اع ثم - ""ء يون ح نز ومزا 
0 0ب 
7 أحسب النهاية 5-00 
4 مجه 
الحل : 
نلاحظ أن هذه النهاية تَؤدي للى الشكل ”1 ومن أجل حساب هذه النهاية نضسع 
]م فنجد أن : 
1 


1 1 5 
5 1+1 )ماب ما - صا رررز] 


لتو حة <١‏ 2-0 


[ جما 
ات 


*//1 صجبي» 


وهذه تؤدي إلى الصيخة 7 وبتطبيق قاعدة لوبيتال نحصل على : 
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دسا 2 /زصارس زا 


, 1 + تايح * 
2 
1 لوأ ا ف 
ومنه م6- م - لا © م1[ > /3ز و1[ أي أن - «(* + 1) وز[ 
6ج« 2-2 تنفحة ١‏ 
1 1 
6.8 احسب النهاية «(» + 1) وم ز! 
<- 
الحل : 
1 
0 


نلاحظ أن هذه النهاية تَؤدي إلى الصيغة 7ه لذلك نضع 


(« +1) - 0م فنجد أن : 


عا +12)1 . ؛ 0 1 
ون - (»+ 1 )م1 . حوس[ ع لصاون 
عه كت + 5 وصوجىر 0ح 
1 
. .2 َ- تت - 0 
تؤدي إلى 7 وبتطبيق قاعدة لوبيتال نجد ان 0- كك يروز د ]| 
3-0 و--_-0 
1 
ومنه نجد ل بومز] 1 - 2-5 أي أن 1[ >- *(«+1)وسن][ 


6-4 رسسم متحنيات الدوال 

الخطوات المتبعة في رسم المنحنيات ‏ 1-6-4 
إذا طلب منا رسم المنحنى © للدالة (2)+-ز فإننا نتبع الخطوات التالية : 

1. نحدد مجال للدالة 4 ونوجد الفترات التي تكون فيها +4 متصلة . 

2 نوجد نقاط للتقاطع مع المحاور الإحداثية : 
مع ه : نجعل 0-لز ثم نحل المعادلة 0-(2)؟ لنوجد منها قيم « الموافقة . 
مع [إزه : تجعل 0- في المعادلة (خ«)4 << ثم نحل المعادلة الناتجة لنوجد قيم ا 

الموافقة . 

٠3‏ نيحث في تمائل 0 بالنسبة للمحاور الإحداثية ولنقطة الأصل 0 وذلك للاستفادة من 

خصائص التمائل في اختزال مجال الدراسة : 
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التماثل بالنسبة للمحور <ه : 

إذا كان (خ)2 ->-(خ)4 أكل ا من مجال © فإن منحنى © يكون متمائثلا 
بالنسبة للمحور «<اهء أي أن شكله فوق المحور «ه يمائثل شكله تحت المحور «ه 
ولذلك يمكن رسم جزء © الواقع فوق «ه (من خلال الدراسة) ثم نستفيد من التمائل في 


رسم جزء ) الواقع تحدت «م. 


الشكل (20) 
التماثل بالنسبة للمحور ‏ 09 : 
إذا كان («)# -(خ«-)4 لكل « من مجال © فإن المنحنى © يكون متماثلة بالنسبة 
للمحور /إه أي أن شكله على يمين المحور 2ه يمائل شكله على يسار المحور (ه0 
ولذلك يمكن رسم جزء © الواقع على يمين «0 نم نستفيد من التمائل في رسم جزء )2 
الواقع على يسار لإه . 


الشكل (21) 


التمائل بالنسبة لنقطة الأصل ‏ 0 : 

إذا كان (<)4--(«-)+ لكل « من مجال 1 فإن المنحنى © يكون متماثلا بالنسبة 
لنقطة مبدأ الإحداثيات 0 ويكون شكله في الربع الأول (الثاني) من مستوى الإحداثيات 
مماثلا لشكله في الربع الثالث (الرابع) على الترتيب من هذا المستوي . 
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ولذلك يمكن رسم جزء © الواقع في الربع الأول (الثاني) من مستوى الإحداثيات والاستفادة 

من التمائل في رسم جزء © الواقع في الربع الثالث (الرابع) . 

. نبحث عن المستقيمات والمناحي المقاربة (كما ورد هي ثالثا)‎ ٠.4 

5 نوجد النقاط الحرجة للدالة 4 وهي النقاط التي تحقق المعادلة 60-0'/أوى 2 
(«) “+ غير موجودة وذلك من اجل إيجاد القيم القتصوى المحلية ثم ندرس إشارة (»)'1 
لتحديد الفترات التي تكون فيها («)1 متزايدة ( (/* > 0) والفترات التى, ينون فيها 
(4 متناقصة (16«(>0) وننظم بذلك جدولا نبين فيه النقاط الحرجة وفترات تزايد 
وتناقص (*«)1 كالجدول التالي : 


6» نوجد الفترات التي يكون فيها © مقعرا (0 < (*) ”) والفترات التي يكون فيها © 
محدباً (0>(*) ”]) وتوجد نقاط الانعطاف وهي النقاط التي يكون فيها 0 -(2) "/ 
و (*)”4 يغير إشارته عندها . 

وننظم بذلك جدولا نبين فيه إشارة (<«) ”2 كالجدول التالي : 


1ه ارسم منحنى الدالة 4 + ع 9 -2ير م + ثير ‏ حت )ع 
الحل : 
ه إن مجالٍ هذه الدالة هو 8 وهي مستمرة على 2 لأنها دإلة كثيرة الحدود . 
٠‏ التقاطع مع المحاور : 
مع لاه : نجعل 2-0 (*«)/ فنجد أن 4-0+ي 9 -2بجر م + تير 


أي أن 0-(4+ -)*(1->) ومنه 1- أو 4-ي 


ونقاط التقاطع هي : (1.0) , (4,0) 
مع لإه : تجعل 0- *خ فنجد ان 4 > بو ونقاط التقاطم هي : (0,4) 
« التماتل : نلاحظط أن (“) ل ي + + ني و + *ير م + ذير ح (ع-) 1 فهي غير متمائل بالنسبة 
ل بره ء. كذلك فإن (*«)# -* («)4 فهي غير متمائل بالنسبة ال «ه وبالكالي 
فهي غير متمائل بالنسبة لنقطة الأصل 0 . 
« التقعر والانعطاف : 


]")»(>- 6 «+ 2 


ويكون 2 0-(6")2 عند 2-» 


ونلاحظ من هذا الجدول ان منحنى هذه الدالة يمر بنقطة انعطاف عند 2 > « لآن 
(*) "1 يغير إشارته عندها وهذه النقطة هي (2,2) 


» الرسم 
الشكل (22) 
٠2‏ ارسم منحنى الدالة لكك ا 
رسم متحدى و 4 
الحل : 


« إن مجال هذه الدالة هي (1-)21 وهي مستمرة في جميع نقاط مجالها لأنها دالة كسرية 
بسطها ومقامها كثيرة حدود . 
٠‏ التقاطع مع المحاور : 
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2-1 


: نجعل 0+->نز فتجد أن 0 -ت ومنته 1- 
6 ع 1+ 3 0 
ونقاط التقاطع هي : (1,0) 
مع نزه : نجعل 0- ين فنجد لان 1--/1 ونقاط التقاطعم هي : (1-.,0) 


: التمائل‎ ٠ 
1)<( غير متماثل بالنسبة للمحور اه لآأن (252 - عد‎ 
))-«( * 142  نأل غير متمائل بالنسبة للمحور2 لإه‎ 
1)-2( غير متمائل بالنسبة لنقطة الأصل لأن (1)2- عد‎ 

« النقاط الحرجة وإشارة (“* والقيم القتصوى : 


7 0 < ستل ح (*«)ا) 


لا يوجد نقاط حرجة للدالة («)4 ولذلك فليس له قيم قصوى . 


- التقعر والانعطاف‎ ٠ 


ليس للمنحنى نقاط انعطاف لأن ‏ 0*(-«)”4 


و 
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الشكل ( 23 ) 


رصم منحنيات بعض الدوال الأسية 2-7-4 

٠1‏ ارسم متحنى الدالة *م > (») ؟ در 

الحل : 

* إن مجال هذه الدالة هو 2 ومداها هو *8 وهي مستمرة في جميع نقاط مجالها لأنه لكل 
5 © 3 لدينا : 


(4)9*- “ود كه ورلا د (كورنزا 


8 و 
« التقاطع مع المحاور الإحداثية : 
مع «<اه : نجعل 0-لا فنجد أن 0-*ع وهذه المعادلة غير محققة ابدا ولذلك فإن 
منحنى هذه الدالة لا يقطع المحور «ه . 
مع نرم : نجعل 0<« فنجد أن 1-[ ونقاط التقاطع هي : (1 ,0) 
٠‏ التمائل : 
غير متمائل بالنسبة للمحور «ه لأن )4 -*(4)02 
غير متمائل بالنسبة للمحور لزه لأن (2(*4)0-)4 
غير متمائل بالنسبة لنقطة الأصل لأن (2) -*(«-)؟ 
« الفروع اللانهائية والمستقيمات والمنحنيات المقاربة : 
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مه- («)1 جمز[ ولذلك يوجد لمنحنى (2)؟ فروع لانهائية . 


0- (0 بوذا ولذلك فإن المحور *ه هو خط مقارب لمنحنى هذه الدالة . 
ه النقاط الحرجة وإشارة (*42)0 والقيم القصوى : 

27 ع بي 9 0 < "م - (ر )"م 
ولذلك فإن منحنى هذه الدالة متزايد وليس للدالة («) + نقاط حرجة ولذلك فليس له قيم 
قصوى . 

ه التقعر والانعطاف: 

2 عي ا 0< - (0"] 
ولذلك فليس لمنحنى (4)2 نقاط انعطاف لأن 0 («)” 4 وتقعره نحو الأعلى لأن (*«)"* >0 
الرسم . 


الشكل (24) 
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0>8  ثيح ارسم متحنى الدالة *ه- (2«)+ -<-/ا‎ ٠2 
: الحل‎ 
: إذا كانت 2-1 فإن 1 > (<«1 - زا هو دالة ثابت ورسم منحناه هو‎ * 


الشكل (25 ) : 
* إذا كانت 2 >1 فإن منحنى هذه الدالة يشبه تماما منحنى الدالة “© > زا غير أن تقعره 
يزداد كلما ازداد العدد 2 . 


الشكل (26) 


* إذا كانت 1 >2 >0 فإن 
1 0> صا . *م 6:00 
0 < 2( ص1) . *ه - )"1 


لذلك فإن منحنى *ه 2 و في هذه الحالة ستكون متتاقصة وتقعره نحو الأعلى ورسمه هو : 
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00.1) 


الشكل (27) 
١‏ 
3. ارسم منحنى الدالة 1ل ع 2 (ي) دن 


الحل : 
ه إن مجال هذه الدالة هو (21)1 وهي مستمرة في مجالها . 
« التقاطع مع المحاور الإحداثية : 

مع «ه : لا يوجد نقاط تقاطع لأن 0 -/ تعطي وروطةا لس كنا . 

مع نإه : نجعل #0« فنجد أن ع -/ز ونقطة التقاطع هي 2ه ,0) . 
٠‏ التمائل : 

منحنى هذه الدالة غير متمائل بالنسبة لأي من المحاور وكذلك بالنسبة لنقطة الأصل. 

« النقاط الحرجة وإشارة («“1/ والقيم القصوى : 

. لع د وم 
+1-*) 


فالدللة متزليدة في (1 , 5- ) وفي (0 ,1 ) وليس له قيم قصوى لعدم وجود نقاط حرجة . 
٠»‏ التقعر والانعطاف : 


(211 ع9 0< 


3-+خ2- 


لأنث 
٠ 0‏ © > (2) “1 


ونلاحظ أن 8-0) “2 عندما 0 


والجداول التالية تبين إشارة كل من (2) *4 و (2)”+ : 
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ويتضح من الحؤول الأخين أن متحت 'الذالة يشو هه تقدوة :عند النقطلة حت 


٠‏ الرسحم 


الشكل ( 28) 


رسم منخنيات بعض الدوال اللوغارتمية | 3-6-4 
أ ارسم منحنى الدالة اها > (2)+ >( 
الحل : 
« إن مجال هذه الدالة هو *25 وهي مستمرة على هذا المجال . 
« التقاطع مع المحاور : 
مع اه : نضع 0 -/ز فنجد 0-« مآ ومنه 1-< . 
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مع بره : لا يتقاطع مع هذا المحور لأن 2-0 ليست من مجال هذه الدالة . 
ه التمائل : 


منحنى هذه الدالة غير متماتل بالنسبة لأي من المحاور وكذلك بالنسبة لنقطة الأصل . 
٠‏ النقاط الحرجة وإشارة ()” 1 والقيم القمصسوى : 
م< لط >( “+ لكل »ا من مجال هذه الدالة الذي هو * 2 ولذلك فإن هذه الدالة 
4 
متزايدة دوماً . 
٠‏ التقعر والانعطاف : 


لح - )”م لكل « من مجال هذه الدالة » لذلك فإن منحنى هذه الدالة يتقعمر 
2 


نحو الأسفل و لا يمر بنقاط انعطاف . 


1 الرسح‎ ٠ 


الشكل ( 29) 
ملاحظة : بالاعتماد على مفهوم الدالة العكسية » وبمعرفة أن الدالة *« م1 > («) م هي الدالة 


العكسية للدالة "© > («60م ء وبمعرفة منحنى “© - (2) » يمكن أن نرسم مباشرة منحنى 
* ها > («)م الذي نراه في الرسم أعلاه . 

2 ارسم منحنى الدالة *اوع0! > (<) 1 ج ل 

الحل : 


كما في للمثال السابق يمكن أن نجد بسهولة أن : 
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مجال هذه الدالة هو +25 وأنه لا يتقاطع مع المحور تزه ويتقاطع مع المحور «ه في النقطة 
(0.0 . 
1 


وأن 00000 + م نكل “اا من مجال هذه الدالة ولذلك فان منحنى هذه الداللة 
7 


متزايد دوما وليس له نقاط قصوى وبما أن : 0 > د - («) “+ فإن منحنى هذه الدالة 
ها *» 

مقعر نحو الأسفل ولا يمر بنقاط انعطاف . 

الرسم : 


الشكل (30 ) 


تمرين : 
ارسم منحنى الدالة > (82)م > بر ,عه! 
2 


٠3‏ ارسم منحنى الدالة ‏ (2+ *:) هط -(02/ > رز 
الحل : 
٠‏ مجال هذه الدالة هو 72 وهي مستمرة على هذه المجال . 
٠‏ التقاطنع مع المحاور : 
مع ]إن : نجعل 0-/ز فنجد 0-(5+2) هم[ وهذه للمعادلة غير محققة مهما 
كانت << . 


مع نه : نجعل 0-« فنجد 182-( فنقطة التقاطع هي (2 صا ,0) . 


ل التمائل : 
إذا بدلنا اه ب «- نجد أن الدالة لا يتغير ولذلك فإن منحنى هذه الدالة متمائل 
٠‏ النقاط الحرجة وإشارة ()* 1 والقيم القصوى : 


ونلاحظ أن 0 -(4/0«2 عند 0 -ا وهي نقطة حرجة لهذه الدالة . 


ص + 0 ص - 3 


من هذا الجدول نجد أن للدالة («)4 قيمة صغرى عند 0 - ا وهذه القيمة هي م1 (0)/ 
2 ْ 
٠‏ التقعر والانعطاف : 


ونلاحظ أن 0-(6”)«2 عندما 4-0 +2 2- أي عندما 2/-+ >« وجدول إشارة 
()"4 هو : 


من الجدول نجد أن منحنى هذه الدالة يتقعر نحو الأسفل في الفترة (2/-,مه) وفي الفترة 
(+,4/2) وهو يتقعر نحو الأعلى في الفترة (2,0/2/-) ويمر بنقطتي انعطاف هما: 
(4ها, 2/) و (4ه1, 22ل) 
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الرسم : 


الشكل (31) 


تمارين 
ه في التمارين 1 إلى 5 ٠‏ بين أن كان يمكن تطبيق مبرهنة فيرما على الدالة المعطاة أم لا 
. وأوجد النقطة ء الموافقة . 
5 3 + شير > )1 في الفترة [3,3-] 


2 22-3 - هبر ع (ه«)] في الفترة [2,2-] 
3 + -0؟ في الفترة [1,1-] 
4. || > (») ؟ في الفترة [,1-] 

5. 2+1 - 10# في الفترة [2,1-] 


في التمارين 6 إلى 10 » برهن على أن الدالة 5 تحقق شروط مبرهنة رول وأوجد » 
التي تحقق 0 -(2) '1 . 

6 . '“ا- *»ر-(»#) > على الفترة [0,1] 

7 »| - 0 على للفترة [2,3-] 

8. 5+ :3 2ير - («)م على الفترة [0,3] 

9. (2-<) **ا - (8«) م على الفترة [0,2] 

0.40 3+2 -2ير-(«) > على الفترة [1,2) 
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٠‏ في التمارين 11 إلى 15 » برهن على أن الدالة #4 تحقق شروط مبرهنة التزايدات 
المحدودة ( لاغرانج ) وأوجد النقاط » الموافقة . 
1[ عي >4 - 3 > (ب) ع على الفترة ‏ [1,4) 


12 ير > (م«) 4غ على الفترة [1.,8) 
3. 2100 على الفترة [0,3] 
14 (2+) 3- مغ على الفترة [2,3] 


5ه 1+ 3+ 2ر3 تيرك (به)ع على الفترة ‏ [2,2-] . 
ل في التمارين 16 ل 20 » أجب على المطلوب في كل تمرين . 


+ [1 : << 1 


* ما 5-3 0-0 الصا - 5 
6 ليعن 2 - (<) 1 عين الثوايت 2 و طو © حتى تحفقق هذه 
 : * > [1‏ ع +يرط + بيج 


الدالة شروط مبرهنة رول على الفترة [4 ,0] . 
7 . إذاكان 32+ « (1-م)2-4كز مر - (#)م؟4 حيث م عدد ع 0 . 
برهن على أن الدالة م4 تحقق شروط مبرهنة لاغرائج على الفترة [1,3] مهما كانت 
م وأوجد »ء الموافقة . 
8 لتكن © دالة تحقق 54 > (<0”+4| لكل *« من 5٠[‏ ,] استخدم مبرهنة لاغرانج 
لتبرهن على أن : (74)06-82 > |(4)8-(05) | 
واستفد من ذلك في إيجاد حد أعلى و حد أدنى لقيمة 7/01 مستخدم ا الدالة 
»*ه > (2)ء على القترة. [101 ,100] . 
9 استخدم نظرية رول لتبرهن على أن للمعادلة ٠:‏ *-1 > * ههة جذرا يقع في الفترة 
(0,1) . 


. 2 
0. ليكن 562 : 21 سس بير («0)ع 
2 >< : | 


هل تحقق هذه الدالة شروط مبرهنة لاغرانج على الفترة [1,5] وهل يوجد »© من (1,5) 


(0* - (5)غ 


2 . 
بحيث يكون 2 


د )+ ؟ 
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« في التمارين 21 إلى 25 ٠أوجد‏ فترات التزايد وفترات التناقص للدالة 4 


2 
21 ه. 2+ 2و3 - ذير ع (ر) )1 2 . 0 -1)2*0 
1[ + ديس 
3ه 1+ 23 - كيرد (ه) 6 4 . لبدرمم؟ 
4- سخ 
5 . 7-) 1(2-) > )+ 


. أوجد القيم القصوى المحلية للدوال المعطاة‎ ٠ 30 في التمارين 26 إلى‎ ٠ 


302 


2+1 
5 »غ3 + شيرق - ذير > (ي) :1 9 . تهر4 - تيرق ع («) 1 
0 . 3»ع-إل. »> ("«)] 


« في التمارين 31 إلى 35 » استخدم اختبار المشتقة الثانية لتحدد نوع القيم القصوى للدوال 


1*0 


6 . “3 - برح (بر)ع 7 . 


المعطاة . 
٠.1‏ 3-1 + شير 4‏ ع (ي) ] 32 32-2 - ذير ع )1 
3. »2 + فيرع () + 4 2ع - («60 
35 +(1- 2« > )ع 


« في التمارين 36 إلى 40 ٠‏ أوجد الفترات التي يكون فيها منحنى الدالة مقعرا نحو الأعلى 
وتلك التي يكون فيها مقعرا نحو الأسفل . وعين نقاط الانعطاف ( إن وجدت ). 


6 3 عره- ره > () ؟ 7 و9 3:2 + تيرد بل 
8 ل (ي«)] 9 تبه - “هر 3 ع (0) ؟ 
'ع+1 
2 
40. حوري 
4 


« في التمارين 41 إلى 45 » أستفد من قاعدة لوبيتال في إيجاد النهايات المطلوبة . 


1 ما ., : 
41. ل 1111 2. !<* صا إصا 1110 
1< اهء *0هع» 
3 . د )ونا 4 . املد عه 1 
7 م ءا 1-خ ١ه»‏ 
45 . اكير بروز] 
*0ج» 
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ه في التمارين 46 إلى 50 » أوجد المستقيمات المقاربة ( والنقاط المقاربة ) لمنحنيات الدوال 


المعطاة 

6. لكتدييينم 7. 0506 

3-1 [-ين 

>*خ -3 |*|» 
8 ه. - 1 49 ٠.‏ - :16 

*غ 4 )0 1[ +2 ا 

34 
0 ه. -(<)1 

, 9 «1 

« في التمارين 51 إلى 0 » أرسم منحنيات الدوال المعطاة . 
آه تيرج *ير3 > (2) ]1 2 . (2+ 3:2 - تير ع1 ع () ؟ 

2 
3 . رم 4 . لت دوزي 

0+1 4+ 
أ 
55 *ى 2 حي (ير) 2.6 *-* »ع- («)1] 
7. ات 1101 8 ه. 2 ما ع (<) 1 
-يحم 
- 2 

9. ور رخ 0. كلتتدية وير 

0 2+ 2 
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ثانيا : التطبيقات العملية والاقتصادية للاشتقاق 
للمشتقات دور كبير في حل مسائل نصادفها في الحياة العملية وفي العلوم الأخرى » 
وسنعرض فيما يلي بعضا من المسائل العملية التي نستخدم المشتقة في حلها . 
4 - 7 إيجاد القيمة التقريبية لجذور معادلة من الشكل 0 - (1)8 
( تقريب نيوتن - رافسون- 215011 8خ7[68100-1) 
نحتاج في حياتنا العملية لحل معادلات من الشكل  :‏ 0 - (*«)/ 


مكل : 0 -1 يي 2+ت» 
0 5-. عع 2 - شيرج ذير 
0 #ي جك تيع 
1 
أو غير ذلك ... 


وحل المعادلة 0 -(*«)؟ معناه إيجاد الأعداد ٠»‏ التي تحقق 0- (1)0 . نسمي الأعداد » 
هذه بجذور المعادلة 0- («)؟ أو أصفار الدالة («)/ . 

وفي حل معادلة من الشكل 0 -(1)02 نتعرض لسؤالين : 

الأول هو : هل يوجد جذور لهذه المعادلة ؟ 

الثاني هو : إذا كان لهذه المعادلة جذر ه٠‏ فكيف نوجد © ؟ 

وللإجابة على هذين السؤالين نلاحظ أنه إذا كانت (2) 4 دالة مستمرة على الفترة [8 ,»] حيث 
8 > » وكانت (خ«)4 تغير إشارتها في هذه الفترة فإن منحنيه يقطع المحور «ه في 
نقطة واحدة على الأقلى ه ويكون 0-(6) أي أن العدد ٠‏ يكون جذرا 
للمعادلة 0-(*) ويقع هذا العدد © بين © و 8 ولكن ما هو هذا العدد ؟ 


الشكل (32) 
قد لا نستطيع إيجاد القيمة الدقيقة للعدد 6 ولكننا نستخدم طريقة نيوتن - رافسون في إيجاد 
قيمَة تقريبية لعف خ- .وذلخصن :هذه الطزيقة يما ولي : 
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نختار نقطة معلومة إ*ا من »هم قريبة من »© وننشئ المماس ,.آ1 لمنحني (4)2 في 
النقطة ((:<)4 ,:«) فيقطع المحور 2ه في نقطة ( أقرب إلى ء من < ). 
ننشئ المماس :1.2 لمنحني (*) 5 في النقطة ( (2«)/ , 2*) فيقطع المحور «ه في نقطة 5 
( أقرب إلى »© من «< ) ... وهكذا نحصل على المتتالية : 

كماو ا لوو ا جع اواو و ل 1 ا 
التي تقترب هن ه٠‏ . وتوجد علاقة تربط بين *ا و ,+م* تسهل علينا عملية التعرف على قيم 
النقاط ... ,م<* ,... ,2<“ ,,: نحصل على هذه العلاقة كما يلي : 


الشكل (33) 


إن معادلة المماس المار من النقطة ((م<) 1 ,م<) هي : (م؟ - ) (م<) "1 > (م*) 1 - ا 
وهذا المماس سيقطع المحور «ه في النقطة (0 ,,+,») ولذلك فهذه النقطة تحقق معادلته » أي: 
(م»- رجو<) (م:) "1 > (م) 1 -0) 


1), 
36 0 


ومنه نجد أن : 


- مخ لح إربىخ 


وهكذا نجد م القريبة من ه بقدر ما نريد . 

ولكن لهذه: الطريقة بعض العيوب تذكر منها : 

- يمكن أن نجد في بعض الحالات أن 0 > (م'* . 
- قد نجد أن ,بع« أبعد من م« الى » أي أن المتتالية التي ننشئها تبتعد عن © . 
وقد وجد أن هذه العيوب تزول بتحقق الشرط التالي : . 
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0 "1 .(*)/4 حيث نختار ا على يمين © أو على يسارها بحيث يتحقق هذا الشرط 
كما توضصح الأمثلة التالية : 


مثال 

برهن على أن للمعادلة 0 - 3-©*« جذرا في الفترة [2 ,1] وأوجد قيمة تقريبية لهذا 
الحل : 

إن 3 * > (خ)م دالة مستمرة على الفترة [1]1,2 وهي تغير إشارتها في هذه 
الفترة لأن : 0 > (4)1 و 2<0) . إذن يوجد لهذه المعادلة جذر في هذه الفترة . 
نوجد («) ”4 ثم نحسب (4)1(/")1 و (2(.4"”)2)) لنرى أيها تكون موجبة : 
*2 >0 و0 2-(<)"م منه نجد أن 0>) ")1 بينما 0 <(1”)2 (4)2 لذلك 
نأخذ 2 -,*« فتكون : 


7 1 (<)1 
شاخجخ -2 2 5 > ويج 
4 20 

1 7 
شط 7 "للضم 3 16 

ع ا 649 
1 

16 7 _ (د*)4 
4 - 15 لك د لفخلٌ ير د وم 

7 4 ري 352 
2 


0 (ن«)1 
ولذلك فإن 1.73214-وغاتدهء وهي قيمة الجذر المطلوب . 
تمرين : برهن على أن للمعادلة 1-0-<+ 22+ جذرا في الفترة [1 ,0] وأوجد قيمة 
تقريبية لهذا الجذر . 
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4 - 8 المشتقة كمعدل في التغير وتطبيقاتها 
معدل التغير الآني 4 - 58 - 1 
اذا كان (0:0 2 ع بو دالةا ما وتغيرت «اا من 2 الى +2 فإن ١‏ ستتغير 


من (4)3 الى (8+8)! ويكون 2-1-(3+8) هو مقدار تغير “ا عند 8 بينما 


(0)-(8+ )م هو مقدار تغير بو عند ج وتكون السسية + 4ك هي نسبة تغير 
م 2 


إلى تغير «ا عند 2 فمثلا لو كان ©» نز وتغيرت «ا من 1 إلى 2 فإن ا تتغير 


من 1 إلى *2 ونسبة تغير ل إلى تغير «ا هي 2-4-3 بينما لو تغيرت « من 3 إلى 2 
4-9 
2-3 


فإن /ز تتغير من 9 إلى 4 وتكون نسبة تغير زا إلى تغير “ا هي 5- 


والنسبة -00- تمثل كما رأينا ميل المستقيم القاطع لمنحنى الدالة () 6 والمار من 


النقطتين ((2)/ ,2 ) و ((+3)؟ ,(ط+ 32)) 


الشكل ( 34) 


ٍ 22-1 +18 ل ل ا 5 : 
وبن (50-108 22 يون تمثل معدل التغير الآني ( النقطي ) للمتغير ب ( أو للدالة ؟) 


(*) بالنسبة للمتغير * في النقطة 2 »6 وقد رأينا أن هذا المعدل هو (2)'/؟. 

م ْ ٠.‏ , 6 0 َّ 
وبشكل عام فإن («"/-/بر ا يمثل معدل التغير الآني في لا بالنسبة الى *« في أي 
نقطة ١‏ وهذا المعدل يتغير من نقطة إلى أخرى فقد يكون موجبا وقد يكون سالب . وفسي 
حال كونه موجباً يكون ا متزايد كما سبق أن رلينا . 
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ولمفهوم معدل التغير الآني في /ز بالنسبة الى *« ( الذي هو المشتق ) تطبيقات عملية 
عديدة في الحياة الاقتصادية نذكر منها ما يلي : 


المعدلات المترابطة ‏ 2-8-4 
في كثير من المسائل نجد دوال «ترابطة فيما بينها عن طريق الزمن كما هو 
الحال في مسائل السرعة والتسارع في حركة الأجسام . 
فإذا كان 4 متحركا يسير على خط مستقيم احداثيته في اللحظة ) هي (6) « واحدائيته 
في اللحظة 1+2 هي (8 + :)ا فإن نسبة التغير في المسافة إلى الزمن هو 
1200-0 وهذه النسبة تعبر عن السرعة المتوسطة لهذا المتحرك والنهاية 
تالدع دفكاك 0 تعبر عن السرعة الآنية لهذا المتحرك في اللحظة ؛ . التي يرمز 


0ج 


لها بالرمز )7 أي أن : 


0 * »ا - ما[ > () ١‏ 


(0)» - 7ط +1 
1 مط 
وهذه اأسرعة هي دالة بالزمن . 


أما (4)” ل )"د 469 0 + )”7 


دنا فإنها تعبر.عن تسارع المتحرك .هم في اللحظة ) 
مثال 1 
جسم 4 يتحرك على خط مستقيم بحيث أن وضعه في اللحظة 1 هو: 
7--3-122+36-()» 
ادرس حركة هذا الجسم . 
الحل + ., 
لندرس حركة هذا الجسم من 1-0 إلى 1-10 إن موقع الجسم في لحظة انطلاقه 
هو 27--(0)« . وان موقع الجسم في اللحظة 10-: هو 10(<133)* .وان 
السرعة الآنية لهذا الجسم أثناء حركته هي : 
(6- ) (2-) 3 > 36 + ) 30-24 - () ' »2 () ؟, 
وللتعرف على جهة حركة هذا الجسم ندرس إشارة 0) 17 : 


ومن هذا الجدول نرى أن المتحرك انطلق في اللحظة 1 باتجاه ماء على الخط المستقيم 
واستمر هذا الاتجاه حتى اللحظة 2 -1 حيث عكس اتجاهه وعاد من حيث أتى حتى اللحظة 
6 >-) حيث عاد من جديد ليأخذ الاتجاه الذي انطلق به . 

ندرس الآن تسارع هذا الجسم لنتعرف على طبيعة حركته : 1 


(4غ) 6 - 24 -66 - () " »ا > (2)0 


نتعرف على إشارة هذا التسارع 


ومن هذا الجدول نرى أن هذا الجسم ينطلق في اللحظة 0 -)1 بسرعة 22/5 36 - (0) 7 ثم 
تخامدت سرعته حتى اللحظة 4 -1 حيث بلغت و/رم 12- > (4) +7 حيث كان الجسم فسي 
هذه اللحظة يتجه بالاتجاه المخالف لانطلاقه. ثم بعد هذه اللحظة تبدأ سرعة هذا الجسم 


بالتزايد. 


الحدية في الاقتصاد 4 -8- 3 

ه إن موضوع المعدلات ومعدلات التغير الذي بحتناه قبل تليل » يلعب دورا هاما في 
التطبيقات الاقتصادية حيث نجد هذا الموضوع عند الاقتصاديين تحت اسم الحدية : 

ونجد المعدلات والحدية في مسائل شتى مثل : 

- معدل للتكلفة لسلعة ما والتكلفة الحدية لها . 

- معدل الدخل لمؤسسة ما والدخل الحدي لهذه المؤسسة . 

- معدل الربح لتاجر وربحه الحدي . 

- معدل الإنتاج والإنتاج الحدي. 

- معدل الاستهلاك والاستهلاك الحدي . 

إلى غير ذلك من المسائل الاقتصادية الكثيرة . 
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ومن أجل فهم دور المشتقة في معالجة مثل هذه المسائل الاقتصادية سنقدم شرحا نظريا 

موجزا لواحدة من هذه المسائل المتماثلة ثم نتبع ذلك بعدد من الأمثلة المتنوعة . 

* إذا كانت التكلفة الكلية في مؤسسة إنتاجية ترتبط بعدد الوحدات المنتجة في هذه المؤسسة 
بدالة تكلفة هو («) 4 حيث ا هو عدد الوحدات المنتجة فإنه عند تغير عدد الوحدات 
المنتجة مقدارا قدره عدثة . 

تكون التكلفة الكلية قد تغيرت مقدارا قدره (« - ده + * )4 وتعبر النسبة 


(«)1-(يجة +ع:) ا 
464 


تكلفة الوحدة المنتجة الواحدة . 


عن متوسط التغير في التكلفة الكلية » كما أنها تعبر أيضا عن مقدار تغير 


أما النهاية 13 فإنها تعبر عن التغير الآني أو الحدي للتكلفة وهذه 


1020-1 بر 
ها 0حد 
النهاية تمثل مشتقَة («) + كما زأينا . ولذلك فإن الدالة («) 7 يسمى عند الاقتصاديين بدالة 
التكلفة الحدية . أما النسبة 20 فإنها تعبر عن معدل التكلفة . 
2 
إذن لدينا المفاهيم التالية : 
إذا كان (:)* > دالة التكلفة فإن 220 > معدل التكلفة و (») “+ - التكلفة الحدية. 
2 
وبشكل مشابه نجد أنه إذا كان («)2 دالة الدخل فإن (152*0 هو معدل الدخل 
2 


و(<*) 1 هو الدخل الحدي وهكذا . 


أمثلة 
٠1‏ شركة صناعية تنتج أجهزة كمبيوتر عددها * في كل أسبوع وبينت الدراسة أن : 
دالة التكلفة كان 2 + 3000-<ح 
دالة الدخل كان -10# اج أل 
١‏ 500 
وبالتالي فإن دالة الربح هو 7-0 -م 
فإذا كان الإنتاج يزداد بمعدل 100 جهاز في الأسبوع في لحظة إنتاج 0 جهاز . فأوجد 
معدل التغير للتكلفة والدخل وللربح في تلك اللحظة . 
الحل : 
إن كمية الإنتاج *« ترتبط بالزمن 1 كما ورد في النص أي أن () ع »« 
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يكرن فيها 1000 ->»ر هو 100 
4 


أى أ 0- _- 
د سر 01 
والمطلوب هو معدل التغير الآني ( الدالة الحدي) لكل من التكلفة » والدخل والربح . 


إن »© يرتبط ب *« و * يرتبط ب ؛ والمطلوب هو © 


وبحسب قاعدة السلسلة يكون : 


وفي اللحظة المطلوبة يكون : 
0 - 2100 ح 5 
٠0‏ «ز 01 
أي أن معدل التكلفة في لحظة إنتاج 1000 جهاز هو 200 . 
أما معدل تغير الدخل الآني ( الدخل الحدي ) فهو : 
لمكا دل ( اهنك تنك كييك 
:0 2507 70 0 
وفي اللحظة المطلوبة يكون الدخل الحدي : 
0 - 0 0-0 تك 
230 0 »| 01 


حك ي_ 2 *__مى _ عل _ختلل _ مل 


0 0 
ل 2 
مم2 
01 )250 ( 
وفي اللحظة المطلوبة يكون الربح الحدي : 
6+ 189005100 _ي) 2 هل 
230 100 | غ0 


2. إذا علمت أن دالة للتكلفة الكلية © يتعلق بعدد الوحدات المنتجة ا وفق العلاقة التالية 


*» ع - 400 دن 
150 


أوجد التكاليف الحدية عندما يكون حجم الإنتاج تسع وحدات . 


إن دالة التكاليف الحدية هو : 4د اد -400 د 6 
وعلدما يكون خجم الإنتاج شنح وحذات يكو 3- *(9) سل - 400 *0 


ويدل هذا الرقم على أنه بوجود حجم إنتاج قدره تسع وحدات فإن تكاليف إنتاج الوحسدة 

العاشرة يبلغ 181.3 وحدة نقد . 

3. إذا كان سعر القطعة من سلعة ما يرتبط بالكمية المطلوبة #ا. وفق الدالة : 

:2 - 15 م 

أوجد معدل تغير الإيراد الحدي الذي يتحقق إذا تزايد الطلب من وحدتين إلى ثلاث وحدات . 

الحل : 
نعلم أن الإيراد > عدد الوحدات المنتجة « سعر الوحدة ولذلك فإن دالة الإيراد هو: 

22 - ير 15 > (22- 15) عر - جه 

أما الإيراد الحدي فهو : “د 4 15 2 ” 

وعندما 2 ->-* يكون الإيراد الحدي : 7 -215-4-22' 

وهذا يعني أنه إذا تزايد الطلب من وحدتين إلى ثلاث وحدات فإن الإيراد الحدي يتزايد 

بمقدار 7 وحدات نقدية . 

4 من المعلوم أن هناك علاقة بين الإعلان عن سلعة وكمية المبيعات من هذه السلعة ٠‏ ففي 
حالة عدم وجود دعاية » تتناقص الكمية المباعة من السلعة مع الزمن . وهناك دوال 
تصف تناقص الكمية المباعة بدون دعاية مع الزمن . ومن هذه الدوال النموذج التالي : 

0-0 
حيث 7 هي الكمية المباعة في اللحظة ؛ و 2 ثابت موجب ٠‏ ملز كمية المبيعات في 

اللحظة 0 -+ . 

وقد نسأَ عن معدل التغير في نقصان كمية المبيعات الذي هو ' لإ أو قد نسأل عن التغير 


النسبي لكمية المبيعات الذي هو - كد إلى غير ذلك من الأسئلة المرتبطة بالمشتقة. 
1 
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4 - © مسائل القيم القصوى الاقتصادية 
هناك مسائل اقتصادية كثيرة يظهر فيها دور المشتقة من خلال موضوع القيم القصوى 
كما توضح الأمثلة التالية : 


أمثلة 

٠.1‏ يراد إنشاء خزان ماء على شكل متوازي مستطيلات قاعدته مربعة بيحجم ثابت 31٠7‏ فإذا 
كانت تكلفة السنتمتر المربع الواحد من القاعدة والغطاء هو 2 دينارا » ومن الجوانب 
هو ط دينارا ء فما هي أبعاد هذا الخزان حتى تكون التكلفة أصغرية . ١‏ 


الحل : 
إذا فرضنا أن «<ا طول ضلع القاعدة وأن /ز هو ارتفاع الخزان فإن 
“ع 
بو 2ير ح يا ومنه ل -<لز لس لس سس ل 
> مستت ده 2 
تكلفة القاعدة و الغطاء هي : برع 2 7 


تكلفة الجوائب هي : 425 - براه 


التكلفة الإجمالية هي : ل 29 - (»«) 1 


ويكون المطلوب هو ايجاد القيمة الصغرى للدالة («) 17 ء ولذلك نوجد النقاط الحرجة من 


3 
' 467 4617 - 3ججق4 
جعل 0 > 2 1 أي 0 0 >- ل عيج4 أي 0 
1 /اعط 5 باط 5 507 
ومنه كع ود -2- وتكون التكلفة الصغرى هي : 


١ :‏ 
2 . إذا كان دالة التكلفة لإنتاجم *« من الوحدات هو دك هه :)1 


فأوجد د التي تجعل معدل التكلفة في قيمته الصغرى . 
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الحل : 


: 200 5 1 ْ# 10 
ان معدل التكلفة ا 0 - زيم + 
52 9 لس وان 


والمطلوب هنا إيجاد 4 التي تجعل 10 في قد قيمته الصغرى . 
ولذلك نوجد « التي تحقق 0-(«) 77 ثم نختار * التي تحقق شروط القيمة القصوى . 
٠ 3‏ إن الطلب على سلعة يزداد كلما نقص سعرها وقد وجدت شركة أن العلاقة بين سعر 


الوحدة المباعة وعدد الوحدات المباعة هوا: ‏ **م مم - م ,» حيث 8ه ثابت موجب ١‏ 


و ا عدد الوحدات المباعة في وحدة الزمن و 2 سعر الوحدة و09 سعر الوحدة 
عندما يكون 0 >« فما هي القيم العظمى لدخل الشركة . 
الحل : 
إن دالة الدخل الناتج عن المبيعات في هذه الحالة هو ٠:‏ ** ع ىم 2 إن ع 2 
والمطلوب هنا هو إيجاد القيمة العظمى لهذه الدالة وهي مسألة ترتبط بالمشتقة الأولى كما نعلم 
. ويلاحظ من هذا المثال أن للدوال الأسية دور في المسائل الاقتصادية وكذلك الحال بالنسبة 
للدوال الاوغاريتمية . 
تمارين 
© في التمارين 1 إلى 5 ٠»‏ استخدم طريقة نيوتن - رافسون لتوجد القيمة التقريبية المطلوبة . 
٠.1‏ أوجد القيمة التقريبية ,بم للعدد 8.5/. بحيث يكون 1037 >إم - ربم>| 
( فائدة : أوجد قيمة تقريبية لصفر الدالة 8.5- * - (00)/ أخذا 3- ب« ) . 
2 أوجد القيمة التقريبية للأعداد 4/101 و 1417 . 
٠3‏ أوجد الجذر التقريبي ,بم« للمعادلة 1-0-«7-3خ« الواقع في الفترة [1,2]) بحيث 
يكون 103 >|مى< - ببم*| . 
4. أوجد الجذر التقرييبي ,امم« للمعادلة 1 -«+3خ« الواقع في الفترة (© ,-) بحيث 
يكون 107 >[مكا- ربو؟ | . 
5 . أوجد الجذر التقريبي ,“ا للمعادلة 0 - 0-5« الواقع في الفترة [3 ,0]) بحيث 
يكون 103 > | م« - ,+م:| ( لقد حل نيوتن بنفسه هذا التمرين ) . 
« في التمارين 6 إلى 10 ٠»‏ حل المسائل المرتبطة بمعدلات التغير الآني : 
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٠ 6‏ ب[5< زاوية قائمة و 8 قطعة مستقيمة طولها 10 سم ينزلق طرفها 8 على الضلع 
*«ه وينزلق طرقفها ١‏ على الضلع لإه فإذا كان الطرف ‏ يبتعد عن 0 بمعدل 
2 سم /ثا فاحسب مقدار تغير 045 عندما يكون طول 2 يساوي 8 سم . 


3 
65 


7. تزدلد مساحة السطح الكلي لمكعب بمعدل 0.2 سم” / ثا » أحسب معدل تغير طول 
يكون طول الحرف 3 سم . 

٠ 8‏ تتحرك نقطة (ل ,<*) م على منحنى الدالة 5 +3 - 3م ح ب مقتربة من المحور زه 
بمعدل ‏ وحدة طول / ثا » أحسب معدل نَغير بعد م عن المحور 2ه لحظة مرورها 
بالنقطة (1,8-) . 

9 . متوازي مستطيلات أبعاده متناسبة طردا مع الأبعاد 1 » 3 ٠‏ 9 فاإذا ازداد أصغر أبعاده 
بمعدل 0.1 سم في الثانية فاحسب معدل تغير حجمه عندما يكون أصغر أبعاده 3 سيم . 

٠ 0‏ تتحرك نقطة (لا ,«)م على الدائرة +4 ع مو + 2# عين موضع م في اللحظة التي 


1 3 2 
يكون فيها معدل تغير « يساوي 5 معدل تغير لا . 


» في لالتمارين 11 إلى 15 ٠‏ حل المسائل المرتبطة بحركة الأجسام على خط مستقيم . 
٠11‏ إذاكان 4 جسما يتحرك على خط مستقيم وفق الدالة : مط+ 06+ © 16- >-() ط 
أوجد القانون الذي يحدد سرعة 4م في كل لحظة ثم بين جهة الحركة . 
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2 . سيارتان 4 و 8 تسيران على طريقين مستقيمين ومتعامدين : 

له بسرعة 60 كم / ساعة و 8 بسرعة 80 كم / ساعة . تتجهان إلى نقطة تقاطع 
الطريقين » ما هي سرعة اقتراب السيارتين من بعض في اللحظة التي تكون فيها همه على 
بعد 20 كم من التقاطع وتكون فيها 13 على بعد 40 كم من التقاطع . 


555 


3 . إذا كانت ١‏ ,<) 24 نقطة تتحرك على المنحنى 0 وكان معدل ابتعادها عن المحور 
/إه يساوي 2 عندما كان 3-*« فأوجد معدل تغير ٠‏ في هذه النقطة . 

4. إذا كان 8 متحركا يتحرك على خط مستقيم وفق الدالة : 2+1 - © - () ط 
أوجد سرعة وتسارع هذا المتحرك في اللحظة ‏ 4-] . 

5 أوجد السرعة الوسطى والسرعة اللحظية في اللحظة 4 -غ: لنقطة تتحرك على خط 
مستقيم وفق القانون  :‏ 2+1:/ - ()6 

. حل المسائل المرتبطة بالحدية في الاقتصاد‎ ٠ 22 في التمارين 16 إلى‎ ٠ 

6. شركة تصنع أقلامً عددها *« في اليوم » وقد وجدت إدارة الإنتاج في الشركة أن 
التكلفة تعطى بالدالة : 2ر3 + 2000 - («) © 


3 
وان دخل الشركة يعطى بالدالة : 100< : 0 )22 
فإذا كان معدل زيادة الإنتاج هو 10 أقلام في لحظة إنتاحج 2000 قلما فاوجد الدخل 
الحدي لهذه الشركة ثم أوجد معدل ربح هذه الشركة في لحظة إنتاجها 2000 قلما . 


7 . اذا كان دالة الطلب على سلعة ما هو : -1000:> («) 2 


حيث ا هو سعر الوحدة . وان دالة التكلفة الكلية هو “50 + 8000 -(*) © 
أوجد التكلفة الحدية والدخل الحدي عندما يكون سعر الوحدة من هذه السلعة 40- « 
8 . شركة أدوية تصنع نوعا من الدواء على شكل عبوات زجاجية » التكلفة الثابتة لهذه 
الشركة 500 دينارا في الأسبوع والتكلفة الأخرى هي 0.4 دينارا لكل عبوة . 
أوجد التكلفة الحدية لهذه العبوات إذا كان عدد العبوات المنتجة هو . 
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9 . دالة الطلب على سلعة في شركة ما هو : 0 - عر5 + 412 
حيث 2 عدد الوحدات المطلوبة من السلعةء» ‏ ا سعر الوحدة الواحدة . 
أوجد دالة الدخل الحدي ٠‏ متى يكون الدخل الإجمالي للشركة أعظميا . 

0 كان دالة التكلفة لإنتاج نوع من الأحذية الرياضية هو : 10+<«8 - *2«2 - ) © 
حيث « هو عدد أزواج الأحذية المنتجة في الشركة . أوجد ه>دل انتكلفة » أوجد أقل 
معدل تكلفة لزوج من الأحذية » أوجد إلتكلفة العنية لزوجٍ الأحذية . 

2[1. إذا كان دالة الطلب على سلعة ما هو “31 - 80 > آ ش 

حيث *« هو سعر القطعة أوجد الدخل الحدي عندما يكون السعر ‏ 5-»* وجدات نقدية . 

* في التمارين - من 22 إلى 26 - التالية » حل المسائل المرتبطة بتطبيقات القيم 
القصوى في الاقتصاد . 

2 لنفرض أن الطلب على سلعة ما » وسعر هذه السلعة يرتبطان وفق العلاقة التالية : 


* 600 8 
0 +2خ ِ 


حيث م08 هو سعر السلعة » ا هو عدد الوحدات المطلوبة من السلعة . أوجد القيمة 
للعظمى للإيراد . 

٠» 3‏ لدينا صفيحة من الحديد طولها 100 سم وعرضها 50 سم . يراد صنع خزان 
صغير للمياه وذلك بعد لاقتطاع مربعات متساوية من الزوايا الأربعة للصفيحة. احسب 
طول ضلع المربعات المقتطعة لكي نحصل على أكبر حجم ممكن للخزان . 

4 . تقوم منشأة صناعية بصنع ا وحدة من سلعة ما في السنة » فإذا علمت ان 

التكاليف الكلية لللجنتاج تتبع عدد الوحدات المنتجة ا وفق العلاقة : 

0 + 15 + را - 
وسعر السلعة يرتبط أيضاً بعدد الوحدات المنتجة بالعلاقة : «0.1 - 50 > م 
والمطلوب تحديد قيمة الربح الأعظمي الذي يمكن أن تحققه المنشأة . 

5. يراد صنع خزان على شكل متوازي المستطيلات قاعدته مربع ووجهه العلوي مفتوح 
وسعته 108 م2 . أوجد أبعاد هذا انخزان لكي تكون مساحته أصغرية . 

6 . سلك طوله 30 سم ء نريد أن نصنع منه مثلثين كل منهما متساوي الأضلاع . عين 
طول ضلع كل منهما لكي يكون مجموع مساحتيهما أصغر ما يمكن . 
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الفصل الخامس 
التكامل وتطبيقاته 


الفصل الخامس 
التكامل وتطبيقاته 


1-5 مفهوم التكامل غير المحدود 
لقد تعرفت في فصل المشتقات كيف تجد مشتقة دالة معطاة » فمثلا إذا كانت 


. 1 )2( - +5 


2+ 5 + *» > («) ؟ فإن مشتقتها 
7 - (<) ”م مشتقة الدالة عم فكيف تس تطيع 


والسوال الذي يطرح نفسه ٠‏ إذا علمت أن 


إيجاد هذا الدالة ع ؟ نلاحظ مثلا ان مشتقة كل من الدوال 
دع 
5 + + > () 8 


5 + 2 > («) دع 


2 + 74 + 2 3 > (« ) دع 


هي 3+7 ء أي أن إضافة ثابت مثل » لا تؤثر على الاشتقاق ولهذا نقول بشكل عام ان 
2 3 ل 
ح +7 4ه 2 > (*) 8 


هي الدالة التي مشتقتها 
2+7 -(خ*0) 8 


تسمى عملية إيجاد الدالة ع اذا علمت مشتقتها 'م عملية التكامل » ويسمى م تكامل 'ع 


بالنسبة للمتغير ا » ونرمز لذلك على النحو التالي : 
»)18 0ع 
كما نسمي الثابت © ثابت التكامل . وأيضا نسمي «18'“<(0 التكامل غير المحدود للدالة ع 
مثال 
30 
+-2- ييل عل 
4 


4 
وذلك لآأن مشتقة + - )ع هي > (ير) ع 
نعطي المبرهنة التالية صيغ بعض التكاملات المشهورة 
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مبرهنة 1-1-5 


ع +ع > عل[ 
[+م 


3# 
حيت أن 1- ع 1 ح-4 
1[ + 


- ل م 
َ “ل **[ 
ن + *ع د يرل *مل 


حيث أن 0 عد ء + |« | ماع | 


وبرهان هذه المبرهنة سهل جدا ويتم عن طريق إيجاد مشتقة الطرف الأيمن من كل مساواة 


فمثلا : 


1]. إذاء+»*>-(»«)يم فإن 2-1 يع وعليه فإن +عاح لال 


+1 


2. إذاكان عب_ ” - ممع فإن ‏ "ي- الى وير 
1[ +11 


2-1 


وعليه فإن + 
1 + 


د يرل تع[ 
11 
3 إذا كانت ع+*م#-(<) 2 فإن “ع#-(خ«)/م وعليه فإن ع+ *ه- <ل 'ء[ 


4. لاحظ إن 0*: *!- م 
0>ي :و« 


أولا : لتفرض أن 0<« ولنفرض ع6+« 14 - (*) ع8 ومنها - و 

إذن 6+ »«ه!- عق 2] عنتما 0< . 

ثانيا : لنفرض إن 0> ا ولنفرض »+ 0) ها > 00 ع ومنها لل - لت - 0)'و 
إذن +٠‏ ون ماك عه ل[ عندما 0 > عر . 


وبشكل عام يكون »+ |:| 10[ - ] 


وللاستفادة من المبرهنة (1-1-5 ) بشكل أوسع نذكر في المبرهنة التالية يعض خواص التكامل . 
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مبرهنة 2-1-5 
حك (*«)؟] ه - عل ()1 12 1١‏ 
حيث 2 ثابت لا يعتمد على 6 


«دك (2*) 1[ + عل( ) ,؟] - عل ((2) ,1 02 )1 2٠‏ 


وبرهان هذه المبرهنة مباشر باستخدام خواص الاشتقاق فمثلا: 
ا. إذا كان (*«)ط2-(*«)ع فإن (©)'ط2-(<)م نعلم أن 

(«)طع عيل () 'ط[ : («)ع - جه (») ع] 
ولهذا فإن »كل (<)'ط] 2 > (<«)ط 8< جل (<«) 'ع][ 2 4ل( 2315| 


وهذا يثبت الجزء الأول من المبرهنة بوضع (2)'ط - («) 1 1 
2 إذاكان («)وط + )رط > (*«)ا ع فإن 2 («)'يط +(<)/رط-(«)ع ء ونعلم أن : 
(«)بيطع »)يط («)بطح جل(رط ‏ . (<«ن)ع-«»«ل(ع«)مع][ 
ولهذا فإن 
عه ((2) وط+ () رط)] عه ((0 خط نع بط)] د جه( وز 
*<ك () كط + ع (»:) بطل > (<«) وط+ (*) رطع 
وهذا يثبت الجزء الثاني من المبرهنة بوضع (2<) /ط-(020 11 » (2) وط > (5) 12 
لاحظ أن إشارة الطرح مثل إشارة الجمع في مثل هذه الحالات ولا داعي لبرهانها . 


مثال 
2 
ان و 0 - عل] 3+ ,ك7 - «ل3] + عل 7] :0 (2+3 7)] 
لاحظ أنخا استخدمنا ثابتا واحدا للتكامل وذلك لأن مجموع الثابتين الناتجين من التكاملين أعلاه 
6 > ون + رع هو أيضا ثابت ٠‏ 
مثال 


1 1 
ح + 46 + 6 »دل 4] + عل 2[ سمه [ه م 
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ح عه َِ د *م4 2 كد + 4)] 


مثتل 
4 3 
مم كك + إوزماة - عه[ د + 2 
4 * 

مثئل 
اتير 3 1 ف ير 
ه + سد + إو«إها - عالق “«] + يبك -] > برل »دا + «از 

تمارين 
أوجد التكاملات التالية : 
١‏ 

»اك 3ع« .3 «ل "»ا[ 2٠‏ حل 6[ 1١‏ 
)| 22 يرل ير[ 5.0 يدل 62[ .4 
ع رك 2بر2+ *ع36) ]1 .9 من (7+ يرو -أير4) ]1 .8 2 #رل(8- تبركبد *:3)[ .7 


1 5 1 2 2 6 
حك (3-:) (2-») 1[ .12 عه تسب ار 1 دز 100 


2-5 مفهوم التكامل المحدود 
نعلم أنه إذا كانت ع دالة قابلة للاشتقاق بحيث ان (*) 'م -(2)+ فإن 
+ (0)ع - عل («)'ع 1[ أي أن + (<«) ع > عل () ؟ [ 
تسمى ع دالة بدائية للدالة م ٠»‏ أي أن الدالة البدائية هو التكامل غير المحدود. 


00 
يعرف التكامل المحدود للدالة م على الفترة [5,] ويرمز له بالرمز «14*)02(9 على أنه 


(2) ع -(060)ع أي أنه إذا كانت م دالة بدائية للدالة 4 فإن 


5 
(2)ع-(0)ع - عل (5) 1[ 
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وتسمى 2 و ط حدود التكاملء أي أن حساب التكامل المحدود يتم على مرحلتين » في الأولى 
منهما يتم إيجاد الدالة البدائية م (أي التكامل غير المحدود ) ٠‏ وفي المرحلة الثانية يتم حساب 
الفرق (2) ع - (5) ع والأمثلة التالية توضح ذلك : 

مكل 


1 
لحسب عل “2 [ 
0 
الحل : 
4 
لاحظ أن مج بح دعل ترز 


4 
- 272 - 2 9 
أي أن الدالة البدائية 3 -(<) م وعليه فإن : 


1 3 _ 1 

د 0- شع (00)و-(0ع د عل 3ع[ 

4 0 
سنتفق على أن نكتب : 


5 0 
(2) م -(6) ع ع )ع - عل («)1[ 


مثال 
3 
أحسب 54 ع 
1 
الحل : 
3 
ممح 6 - عن ْ 
1 
مثثل 
8 1 4 3 
مش ماج]- ةج - «كقة | يدك (7+ تيرئك تير 
4 3 4 1- 4 3 - 1- 
مثل 
7 1" 
2 نا-7 ص!ا ع وأإ*لها د عل 
2 
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احسب التكاملات التالية : 


5 1 ١ 

»دل *»[ 3٠‏ عل 7[ 2.0 <ل3] 1٠١‏ 
ا- |- 2- 
3 [ !- 71 

عاك *ع 6٠.0]‏ “ال - ]| .5 «ل-] .4 
0 0 *1 


4 2 
9 5 +5+26 يه‎ 
1١ 


2 ا 
عد 36-27 - 5-ير)] 8٠.‏ ا اليزل(7 +26 -:#2+ *3«2)] 76 
ج21 / . 0 


1 11 »حك (3 + ») (1 - )] 10 
3- 3- 


5 - 3 التكامل بالتعويضص 
نواجه في بعض الحالات تكاملات على الصورة عدلك (م)ع "(()1) [ 
حيث ان 2 عدد حقيقي » فكيف يمكن إيجاد مثل هذء التكاملات ؟ 
لنفرض أن (*)* -لز فإن تفاضلة ا هي “«ك ()' - بق فإذا حدث وأن كانت 
(:0"* 2 - (*) م حيث 2 ثابت فإن : 
بوك ”نو ]جح ع يرل (بم)ع "((:)) | 
2 


1172-1 , دو 


1[+م ١ح‏ 
[-م .2 » + الاإعاج 


يسمى هذا الأسلوب: طريقة التكامل بالتعويض . لاحظ اننا حولنا المسألة الى صورة مألوفة؛ 
ولتوضيح هذه الطريقة نأخذ الأمثلة التالية : 


مثال 
أوجد عل 1(5+) [ 
الحل : 
ضع : 1+« لز ومنها »ل - نإل إذن : 
6 6 
57 2ع _- عدت بول تمر ] > ييل *(1 +ع [ 


لاحظ ضرورة أن يعطى الجواب النهائي بدلالة الرموز الأصلية وهي هنا *. 
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ألحسب عل 1(3+ 2ج عر 

الحل : 
ضع 1+ 2ير دلا ومنها >ال 2 > بزل إنن : 
446 وميم 1 ات بون قو لط عيرق 7( رجتير )ير [ 
8 4 2 2 
مثال 
1 

5-5 م 

الحل : 


دضع 0 (3«2+2<لز) ومنها ال 3 ع بول اإنن : 


كس د مك ع د ]| 
مثال 
احسب حك 3+ تعر »«] 
الحل : 
ضع 2+3 ةل ومنها ل 2 ع نول إذن 
3 3 1 
26 (3+ 082 د +1 - بإل د دك 3ج 2ع »| 
2 


* لاحظ أن الهدف من التكامل بالتعويض هو أن نحول المسألة إلى إحدئ الصور المالوفة 
ولتوضيح ذلك نأخذ الأمثلة التالية : ْ 


مثال 37 
اخ ا 
الحل : 
ضع «<5 لز ومنها »ال5 > برل إذن : 
ما لت + م - ره ©[ ل - يرن "كه ] 
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أحسب عرك "*تدى :3 
الحل : 

ضع *<5- > لز ومنها »ال 101- - بل إذن : 

0 0ج ام د 2 الول اع | ح يرل ختع يرق 

1 10 

مثثل 
احسب 44" 0 | 
1+ 

الحل : 

ضع 1+ * - لا ومنها “ال <2 > يل إنن : 

2 5 2 5 5 1م 5 534 
+|1+ [- ح »  +1|+‏ ي«زما -- عحب+ [-ح 1-09 جح يزلل سسلد 
+ (ا+ تعاما < د ء + 1+ مإ ماحد و+إر| ماح - و4[ 2 - عليه 
مثال 

7 
أحسب 
| ا 
الحل : 
افرض أن 1+ *<«2 -/زا ومنها ‏ #رك “8 - برقل إذن : 

7 7.1 7 7 , 

© + (5+1خ«18)2 ع الع جار مآ - 2 بول -] سح يرل سل 
0111م لقاع 5 4 1 92 1 


* الآن سنتناول حساب بعض التكاملات المحدودة باستخدام طريقة التعويض» ومن الجدير 
بالملاحظة هنا أنه من الضروري تغيير حدود التكامل بما يتفق والرموز المستخدمة . 
ولتوضيح ذلك نأخذ الأمثلة التالية . 


مثال 
23242 


1-0 


1530 


الحل : 
ضع 22 + ذير دا ومنها عال(2+ *<3) ع بزل لاحظ أنه عندما 


2 - ذا ولهذا فإن : 


0 1 2ا 1 12 2 2 
(5/- 20/12 ع * 212 ع برل2 نوز - برق عد[ عرق 2+ د 
3 00 2 + ول ؟ 
تمارين 
احسب التكاملات التالية 
0 
“كل ]ع .3 «ك 7 ه] 2.6 يسك "(5 + 3ير3) تر[ 
5س يس" . 
5 2 *: 3 
يال ؟ (5 + تعام 66 «ل جمتبر رز عل 7+ 5ع 3 
ىٍِّ (10+”<) , 
ا 7[ 5 2 1[ »4 
يتك 7 ع« .9 ع 4273 -1) ع .8 عه مإ 
١ )5+35( 0 0‏ 
2 1 
دك *اعي«ر 


5 - 4 التكامل بالأجزاء 


نعلم أن ()"4 .20 ع + () ' . (*)1 > ((:) ع . («422)0) 2 ومنها فإن : 
(0)' 1 . (*<) ع - '( (»0) ع . (*) 1 ) > () ع . («) 1 
وبتكامل” الطرفيين نجد أن : | 
*دك 2*0 . («) ع ] - عل '( 00 ) ع . (0) ؟ ) [ - ييل (م)ع . () 1 [ 
0 (2"'00 (*) ع [ - (00 ع . («) 5 - 


*:->1 


( الحد الأول في التكامل ) تكون 3-لا » وعندما 2-* ( الحد الأعلى للتكامل ) تكون 


1 


لاحظ أن هذا الأسلوب يحول التكامل من صيغة الى صيغة أخرى ويكون ناجحا إذا كانت 


الصيغة الجديدة من الصيغ المألوفة » ويسمى هذا الأسلوب بطريقة التكامل بالأجزاء . 
ولتوضيح هذه الطريقة » نأخذ الأمثلة التالية . 
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أحميب »نل "(1 + :><) ع [ 


ضع '(1+*«)- )ع 2 #«-(م)] 
لاحظ أننا عرفنا © بالدالة الأسرع في التحول الى ثابت بعد الاشتقاق » ومن القاعدة : 
حنك (0:)'؟ بع [- ومع . 100 > عل برع ()1 [ 


نجد أن : بعكم للاخظط, د يرل "(1 + ع»©» [ 
"1 +ع« _ “12 +«0*_ 
10111 10 
مثثل 
احسب »دل 3+ ل »«5] 
الحل : 


ضع 3+*خ > (*)' م ٠»‏ «*5ى>-(*) ‏ ولهذافإن : 
3 


2+ *«) جم 8 
“دل 5 0-2 8 “5 - كيك 3+« »5] 


5 
3 10 5+3 
30 52 


(3+) دك - 
مثال 
أحسب عاك خع«[ 
الحل : 
ضع *م6>-(«مع  *« ٠»‏ (*«)2 ولهذافإن : 
ل لي ل اام 
مثال 


احسب »نك ع 15 [ 


ضع 1[ ->«)0)'*م 2) «<اصا>(:<)# ولهذافإن : 


© + > دخ 1[ #« ات لك 


احسب التكاملات التالية : 
يرل 1(19 + 2 عر[ 3٠.‏ 


يول *3ع(1+ ع2) [ . 6 


1 
دل *”ع»«| 
0 
“ل «اعرول] 
1 
عدل 4 جعرل/ 7 [ . 15 
برل أح-ى ع 8 


يدل “0< صا) [ 21٠‏ 


. >< ] - » م1 ع 2 يرل عر م1 [ 


يول * ع تير[ . 2 


عل ” (<-1 ) 3 [ 5 


8 ٠ ] 7 ./18 + “ال‎ 
1 

حك “ته «3| 11٠‏ 
[- 


عدك ”*(2+8) ع ل[ . 14 


7. || 


»دك (1 + :) ما[ ٠‏ 20 


5 -5 التكامل بالكسور الجزئية 


إذا كانت 


يتطلب منا أن جد 5950 
5 (خ*120 


()5 كثيرة حدود من الدرجة « وكانت 


500 
12 )3( 


“ل 1 فكيف يمكن حساب ذلك ؟ 


يرل ع [ 


عالق »د م1[ .4 


ل عدا مآ د[ 7 
1 
غدل تير غ10 
5 0 
«ه| جل )ما 3 
32 
“ل 4+ «7/. ! .16 


44 ا 106 


(«) 15 كثيرة حدود 


تمثل قاعدة الدالة النسبية (أو الدانة الكسرية) 8 وقد 


سنتناول في هذا الكتاب بعض الحالات الممكنة والتي تناسب مستوى هذا الكتاب » وهذه 


الحالات هي : 


الحالة الأولى : وهي الحالة التي يتحلل فيه (*«) © الى حاصل ضرب كثيرات حدود مختلفة 


من الدرجة الأولى » وتكون درجة 5 اقل من 5 ٠‏ أي أن : 
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(نه-»)] 1ه »)م 


حيث ‏ ثابت وكذلك لكل 1 يكون :8 ثابتا . 


(مة-؟<) ... (32 - << ) (2-27)- (,ه-:10] 


وسوف نوضح الأن كيفية إيجاد عل الكل في مثل هذه الحالة إذا كانت الدالةِ المطلوب 


() 12 
ايجاذ تكائلها على الضووة سلكلللن.. جيك او تابث لفقل نت وكاضيك 
(به-*)] 1[ 


ل 
(«) 5 كثيرة حدود درجتها اقل من 5 فإنه بالإمكان إيجاد الثوابت :6 بحيث أن : 
ال 0*0 


فيه (-»*) 
1 


3 


وو يكون : 


+ إبة-: | صا بط 0 <- عول بلطخير 
5 (به-*)11 


ولتوضيح ذلك نأخذ الأمثلة التالية: 


مثال 
ذ+ »3# ا 
(2 +1()2-*) 
الحل : 
لاحظ أن درجة البسط 1 بينما درجة المقام 2 . 


د65 5 بط5 8 3+5 
2 ++ 1-خ (2+غ)(1-خ) 


ولإيجاد قيم يط , رط نعيد جبمع الطرف 
الأيمن فنجد أن : 
((-*) ج6+ (2 +<) رط 0 3+5 


)«-1()*+ 2( )*-1()»+ 2) 
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ولهذا فإن البسوط متساوية لكل »ا ٠‏ أي أن: 
“ا 3 (يط رط2 ) + » (رط + رط) - 3+5 
ولهذا يجب ان تكون المعاملات المتناظرة متساوية أي أن : 


وط + ر6 > 3 
ي١‏ - ر25 - 5 
2 50 1 8 5 
وبحل هاتين المعادلتين نجد أن و ره ولهذا فإن : 
1[ 1 1[ 8 5 +32 
4 لس لشدا 20 
2 + ير 3 1- 3006 (2 +)(1- 1 
ع +|2 +ع« ما 5 ا 
3 3 
مثال 
أحسب دل 9 أ 0 
1- خخ 
الحل : 
لاحظ أن درجة البسط 0 ودرجة المقام 2 ضع 
عجو “بو 7 7009 1 
1[+عر 1-يس (1+*)(1-*) [1-ثي 


ولإيجاد دطء رط اعد جمع الطرف الأيمن ليَجد أن 


([-<) جوط+(1+<) رط -12 


1ع 2-1ي 
وبوضع البسطين متساويين نجد أن : * ٠7‏ , (يط-ر6) + عد (يوط+ ,6) > [ 
وبمقارنة المعاملات المتناظرة نجد أن : 
25 و5 + رب > 0 
و٠‏ - بط >1 
, 5 1 1 1 
وبحل هاتين المعادلتين نجد أن : 7د ا هد 
1[ 1 1[ 1 1 
افإن #ل(-2 نت ت )| - يرل 
ولهذا فإن 1+ 2 1-خ 2( 5-6 


+٠‏ |1+ | صا 5 |1 - ع« مز له 
2 2 
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الحالة الثانية: وهي ممائلة للحالة الأولى مع فارق واحد وهو كون درجة 2 أكبر من أو 
تساوي درجة د . في مثل هذه الحالة نقسم 15639 على )1200 قسمة طويلة ونجهد نائج 
القسمة وليكن (*)41 وباقي القسمة وليكن (2), ة . لاحظ ان درجة الباقي («)5 اقل من 


درجة المقسوم عليه («)2؟ ثم نكتب الكسر 220 على الصيغة التالية : 


(*)12 
() و1 3 10 
() 6 +(*)17 0 200 
2 5 : 00 14 ّ- 0( 3 
وهنا يكن ]+ عد وا - عه كا 


لاحظ أن (*455)0 كثير حدود ولا إشكال في تكامله» وأن درجة (*5 اقل من درجة 
(«)© وان (*«)5 تتحل إلى عوامل من الدرجة الأولى بالفرض ٠‏ لهذا نستخدم نفس الأسلوب 
مثال 
2+7 
0-6 


احسب عدل 


1 


7 +»# 1-* 
1[ + يخ + 
8 
ولهذا فإن الناتج 1 والباقي 8 وبناء على ذلك يكون : 

8 47> 
س4[ج لدم 
1-خ 1-« 
9 اك جح اه 8 47 
وبتكامل الطرفين نجد ل هد الما 


0 + |1-ع| 1 8 + »اح 


0 5 
325+ 7 3 


أحسيب 
2+ 
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الحل : 
بما أن درجة البسط 3 أكبر من درجة المقام ١‏ »؛ نقسم البسط على المقام قسمة 
طويلة كما يلي: 


7 + بير5ة ةن« 


5 7 + #يرق - تير 2+» 
7 + 3+ 
72-5 + 2يرك 
«10 ب “5 2 
5- > 17 
14 + 77[ + 
9-- 
فيكون ناتج القسمة ‏ 17+*2-5» والباقي 39- ٠‏ ولهذا فإن : 
ب 5 22._ذ 
37 مسءة تي 5-*7 + خ*3-ء» 
2 +2 2+ 
ومنها : 
39 0 2 3 
0 8 ا الس ل سد 
2ط <> 2+ 
3 
+ !2 + :| م1 17-39+ كه > 
2 3 
تمارين 
احسب التكاملات التالية 
5 + 2+2 +تي» 5 5 +324 
يدل للتتخح|] .3 54 2 متخ .[1 
2-4 0 وآ 
لصوي قيرة 32-7 1 
1-2 00-5 ان 
((-)(5+1») 22-3 تي (1+ 
2 27 
م #1 مد تكد 2 ا 
(2-9 (4*()5-1 +1) («<1(0)2-5+*) 
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32-7 


١ 1 -1()02+515( 


5 - 6 تطبيقات التكامل على المساحات 
يمكن ملاحظة أن مجموع ريمان يمثل تقريبا للمساحة تحت منحني الدالة وفوق 
المحور اهبح وبين الخطين 2< دء -* وذلك عندما يكون 0 < (4)2 ء وذلك لأن هذا 
التجتسعوة فستارى مجمودغ اتساعارة سكف لوال وا ع ف 5-5 وارتفاعاتها 
11 


:)+ حيث ': ا نقطة داخل الفترة الجزئية [ * , :*< ] . 


الشكل (1) 


0 
ولما كان للتكامل المحدود «14)<(4) هو غاية مجموع ريمان عندما مه ج م 
8 


فإن ذلك يبرر لنا صياغة المبرهنة التالية : 
مبرهنة 5 - 6 - 1 
5 
إذا كانت 12 دالة قابلة للتكامل على الفترة [ ١‏ , 8 ] بمعنى ان *<ل (*) 1[ موجود» 


فإن المساحة .هُ للمنطقة المحصورة بين منحنى الدالة 1 والمحور 02 والمستقيمين 2ه -2ء 
6- »ا تعطى بإحدى العلاقات التالية : 


65 
أ »دك () 1[ -لمه وذلك بشرط ان تكون 0< () 1 لكل 5 5 *«ك>2 
5 
ب ٠.‏ إجمعنة (<) 1[ | وذلك بشرط ان تكون 0 >(2)؟1 لكل ط> *«كة 


8 
والأمثلة التالية توضح ذلك . 
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مثال 
أحسب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدللة ير ع () 1 والمستقيمين 
[--»ء, 2ع-يي والمحور اه 


الحل : 
لاحظ أن 0 < 2 -(«)# لكل « »ء إذن المساحة المطلوبة تساوي : 
8 7 1 2 2 
( وحدة مربعه) 2-0820 | --- برل «] لمم 
ٍ 1- 
مثال 


احسب مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الدالة #2 > («)6 والمستقيمين 
] -ساء 1--د خم والمحور <م 
الحل : 

لاحظ أن 60> ين > (»«)م لكل ء إذن المساحة المطلوبة تساوي : 


3 
عزوت قط د اناك 
(وحدة مربعة ) 0 م 


عه 2[ سم 


والسؤال الذي ينشأ الآن هو : ماذا نفعل إذا كان الدالة سالبة في مجموعة جزئية (أو أكثر ) 
من المجال وموجبا في مجموعة جزئية أخرى ؟ 

وتكمن الإجابة عن هذا السؤال في أن نحسب المساحة في كل جزء على انفراد مستفيدين 
من المبرهنة (1-6-15). ثم نجمع المساحات ٠‏ والمثال التالي يوضح ذلك . 
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مثال 
احسب المساحة المحصورة بين منحنى الدالة © - («) © والمستقيمين 1 > ين 2 > » 
والمحور 2ه 


الشكل (2) 


الحل : 
ضع 0 - تح (8)+ لتجد أن 0- اا ولاحظ انه إذا كانت 0 > * > 2- فإن 
0 > 3ب > )م2 بينما إذا كانت 1[> >0 فإن 0< ذير-(»«)+ . ولهذافإن 
مساحة المنطقة المطلوبة تساوي مجموع مساحتي منطقتين» أي أن : 
دم +م - م 


0 
حيث حك () 1[ 
2- 


١ 

- رم و 0 (*)1 ل ح وه 
0 

ولهذا فإن 


0 
عق 3 - لمم 


5 
دل ع 5 
0 2- 


وحتى ننهي هذا الموضوع يتبقى ان نسأل ؛ كيف يمكن حساب مساحة المنطقة المغلقة بين 
منحنيي دالتين ؟ والمبرهنة التالية تعطي الإجابة عن هذا السؤال . 
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مبرهنة 2-6-5 
مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الدالتين 1 و 2 والمستقيمين 


5 
ودير ٠‏ ط-* هي حل( («)ع-(<)1)] - 4 بشرط أن (:»«) ع < 02 لكل طك « كه 
23 


والمثال التالي يوضح ذلك : 


مثال 
احسب مساحة المنطقة المحصورة بين 1 + *ي - (بمع 2 5 + 2ج ع (بااع 
والمستكيمين 2 دين 21ير. 
الحل : ١‏ 
لاحظ ان (2)+ < (*«)اع لكل 2> * >1 لهذا فإن مساحة المنطقة المطلوبة 
تساوي : 
2 2 
4 - ع«ل4] ع حك ((1+ 2»)- (5+ 2ي))] - *ل ((*«)4-(5)ع )] ع م 
ا ا 1 
مثال 


احسب مساحة المنطقة المحصورة بين 2+3+5هير-(خ«)م+ و 1-خ»2#-<»«)ع 


الحل : 

: نوجد أولا نقط تقاطع المنحنيين » وذلك بوضع (2) ع -(2). لنجد أن‎ .١ 

2-1 -5+ير3+تي 
0 -6+ي 5+ثي 


)*+37()08+2(- 0 
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باه نرسم المتنحنيين كما في الشكل (3) 


الشكل (3) 
ج . لاحظ من الرسم أنه لكل 2- > <ا > 3- يكون (4)«2 < (2<) ع » لهذا فإن المساحة 
المطلوبة تساوي : 
3 3 2- 
“ل (6 - رك - 2ع -)  ]‏ اح يرل ((5 +3 + 2ع -(1-:2-))  ]‏ - يجبل ((0)؛ - ممع )] 
3- 3_- 3- 
| رودق ب -رد_ ممق 5 0 +61 + 6 207 
2 3 3 5 2 3 


7 - 2 27 +4 5 - 
2 3 
ملاحظة 3-6-5 


إذا تقاطع منحنيا الدالتين 4و ع في أكثر من نقطتين يجب تجزئة 
المنطقة الى عدة مناطق وتحسب مساحة كل منطقة على انفراد ثم تجمع المساحات . 


مثال 


ليكن « هذه > (402 و « 5م» > (*) م أوجد المساحة ه الواقعة بين منحنيي 
الدالتين + و ع على الفترة [25 ,0] كما في الشكل (4) التالي : 
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الشكل (4) 


حل : 


21 
عدل | »<< 5ومء - « مأو[ - لم 
0 


ولحساب هذا التكامل يجب أن نعرف متى يكون 0<« 512-05 ومتى يكون 
0 > * وم» - »مذو يمكن التحقفق من أن “ا 05© < < زد على الفترة [52/4 , 4/ع] بينما 
دزو < << 05 على الفترات [4/: ,0] و [22 , 52/4] ولذلك فإن : 


214 216/4 21: 


عل | »ادم - <اصلو] + | دمء- 2اصلو| ][ + 2ل[ دمعء- ««امزو|] م 
0)1/44آؤ2]1 2120114 0 
21 521/4 2/4 
*0(< صثد- <ا5مء )] + 2ل(« 5مع- : صزى) ] + *ل(< مزد- #اومع) | > 
2/4 1014 0 


- 2 


تمارين 
احسب _مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيات الدوال المعطاة في كل من الحالات التالية: 


3 >« ,22ج ,0د نو, تبر مغ .1 
0عدرز, 4>-ل8إ, 2 >< , 1-خ - (خ) 2٠١‏ 
0 0 , 4 -« , 23 عر , 2-4 - )+ .3 
1[>»*<> [- , 0< لز , خا -(<)1 .4 

0 <لاز, 5>« , 2-0 , *م -(م«)خغ] .5 


113 


0دبو , 5 »ع , 1ددير, () م1 > ()غ .6 
0عدبوا, وميد تيرد لمع .7 
0دمو , (2-») (1+ +« ) (1-»«) ع (م)ع .8 
9 > (ي)ع , * ير - يمع .9 
2 2-9 (ينع , تيرك (ب)م .10 
> > (ينع , 2-9ير ع (برم)ع .11 
بد - (ين)ع , ذبر ع (عز) 2 12٠.‏ 
5 - 7 تطبيقات اقتصادية على التكامل 
يمكن تكوين نماذج لبعض المسائل الاقتصادية بالاستفادة من التكامل ونذكر من 
هذه النماذج ما يلي : 
الدخل الكلي ( الإجمالي ) 1-7-5 
إذا كان ) * معدل الدخل عند الزمن © بالدينار فإن إجمالي الدخل 1 خلال 


1 
فترة زمئية طولها م) يعطى بالتكامل :8)04] 2 -5 
0 


ولتوضيح ذلك نأخذ المثال التالي: 
مئال 
ذا كان معدل الدخل بالدينار الناتج عن الرسوم التي يدفعها الطلبة هو : 
ك0 + 1) 12000 )+ 
حيث ؛ للزمن بالسنوات » فاحسب الدخل الكلي المتوقع من الرسوم خلال 8 سنوات . 
الحل : 
لدينا هنا 8 -م: ولذلك فإن : 


)1+ 2 


0- !11 - 24000)/9 - أ 0 


8 8 
0 ح- إل 2/أ- ( +1) 12000] - 6( ]| -1 
0 0 


( دينارا ) 
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القيمة الرأسمالية 2-7-5 
من المعلوم أن دينار اليوم يصبح ف دينارا في : من السنوات بفائدة مركبة 
متواصلة قدرها + وذلك لأن : 


إلن ََ 
” [2) يونا 
وإذا كان ()؟ معدل الدخل فإن القيمة الحالية لهذا الدخل على فترة زمنية طولها م؛ تعطى 
بالتكامل إلى "- )1 ويسمى هذا المقدار القيمة الرأسمالية. 
0 

مثال ' 

إذا أخذنا دخلا ثابتا مقداره 90 دينارا في الشهر لفترة 5 سنوات ٠‏ فما القيمة 
الرأسمالية لهذا الدخل إذا كانت الفائدة ‏ 90 6؟ 
الحل : 

طول الفترة الزمنية 0-5) ٠‏ معدل الدخل السنوي ‏ 90:12 > )+4 

نسبة الفائدة 0.06-+ .إذن القيمة الرأسمالية تساوي : 


1080  - 60ح‎ 


561 
0 006 


[1- 2 »90 - على 0.061اى 02 - عل 0 


( دينارا ) . 
التحليل الحدي في حساب الدخل الكلي 7-5- 3 
من المعلوم انه إذا كان 1 الدخل الكلي الناتج عن بيع *« من الوحدات فإن 
الفكل الحدى يساوي 31 
»دك 
والسؤال الذي ينشأ هنا هو : كيف يمكن حساب الدخل الكلي 7 إذا علم الدخل الحدي 22 ؟ 


من الوبإمضنح أن 2 ] - ]1 . 
ولتوضيح ذلك نأخذ ١‏ لمثال للتالي : 
مثال 
إذا كان الدخل الحدي بالنسبة لمبيعات سيارات تَيونَا معطاة بالمعادلة : 


0 + :30 + 2ب 50 - 091 
عل 


فأوجد الدخل الكلي الناتج عن بيع 10 سيارات . 
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إن الدخل الكلي هو : 
0 
ع + 400 + ال لد - يتل (304+400 +2ير50)]- ««ل لت | - 1 
4 


هذا ؛ ويمكن إيجاد قيمة الثابت » باستخدام الشرط المنطقي الابتدائي القائل عندما 
0 -*« تكون 7-0 لأنه لا يكون هنالك دخل إذا لم تكن هنالك مبيعات. 
لهذا فإن ‏ 0-6 وبالتالي : 


عد 4-400 2ه 15 + -1 


250 
3 
وإذا كان عدد السيارات المباعة 10 -* فإن الدخل الكلي 7 يكون : 


0 + 1600 + د 


-ت (400)10+(15)100+(1000) ّ 1 
(ديناراً ) 22166.7 - 


التحليل الحدي في حساب تكلفة الإنتاج ‏ 4-7-5 
إذا كانت («) + - 8 تمثل تكلفة إنتاجح ا وحدة من بضاعة فإن ف تمشثل حد 
2 
التكلفة لإنتاج أحد الأنواع . 


والسؤال الذي ينشأ هنا هو : كيف يمكن إيجاد تكلفة الإنتاجح /د إذا علم حد التكلفة 2 ؟ 


من الواضح أن ع« لك ]در 
ولتوضيح ذلك نأخذ المثال التالي : 
مثال 
إذا كان حد للتكلفة لإنتاج تنكة زيت الزيتون وزن 15 كغم هو 


1 
سنس ا يو 4 2ج لد 
1[ +» »ل 


فما هي تكلفة إنتاج تنكة زيت زيتون واحدة إذا كانت هنالك مصاريف إضافية قدرها 
0 دنانير ( أي عندما 0-< تكون 10-ز) ظ 
الحل : 

إن تكلفة الإنتاج : 1 


0 


#2 1 
+ |1 جر وز+ ‏ د ويروع ا اهنلز تن دير + 2)] ع ل ]ا 
|1 +« | 2 لع دن )| دل 2 [ ع بو 
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ولإيجاد الثابت »© نستخدم الشرط الابتدائي القائل بأنه عندما 0« فإن 10-/ا نجد إن 
ح + 0 +0 +0 > 10 
3 
أي أن 10-ه6ء إأن ‏ 10+|1+«اها+ 5 +2 دن 
وعند إنتاج تنكة واحدة أي عندما 1-« تكون التكلفة هي: 
(دينارا) (2)ه1+ 12.5 - 0+ (2) صا+ لط +2 در 


فائض المستهلك وفائض المنتج 5-7-5 
عند دراسة !ل لاه س”, السعر 2 والكمية « .جب التمييز بين الكمية المطلوبة ٠‏ 

والكمية التي يزود بها السوق . ومن المعلوم من الناحية الاقتصادية ان كمية الطلب » 
تتناسب عكسيا مع 7 » وسوف نرمز لهذه العلاقة بالرمزن (*) ع - ٠‏ وكذلك فإن السعر 
يتناسب طرديا مع الكمية التي يزود بها السوق . 

إن الدالة الذي يربط السعر ‏ مع الكمية التي يزود بها السوق *« والذي يرمز له بالرمز 
(«) م > 5 ويسمى دالة السعر - التزويد » واختصارا دالة الإنتاج ( أي العرض أو 
التزويد ). 

والسعر 270 الذي تكون عنده (0*) 1 > (0* ) م يسمى سعر التعادل » كما تسمى 0< 
كمية التعادل بين العرض والطلب ؛ انظر الشكل (5 ) . 


٠ 


ومن الجدير بالملاحظة هنا انه إذا تم تثبيت السعر عند 20 فإنه : 
أولا : لكل ٠‏ > ا يكون التوفير في السعر للمستهلك 80 - (*) ع ٠»‏ ولهذا نعرف الفاقض 
بالنسبة للمستهلك على أنه : 


30 وا 
0*6ظ - عنك ممع[ - عل (وط-(»)ع)[ 
0 0 
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ثنيا : لكل ما« > ا يكون المكسب ( الفائض ) في السعر بالنسبة للمنتج هو (202 -0 »2 
ولهذا فإننا نعرف أجمالي مكسب المنتج ( فاقض المنتج ) على إنه : 
حك (0)ى أ - ويكوط د يرل ((2)- وط)| 
0 0 


ولتوضيح هذه الأمور نأخذ الأمثلة التالية: 


مثال 

تنش أن :دبنة اثقالا ن + 2 - ر) ع >8 ج * وان السعر ثابت على 40-,م 
أوجد الفائتض بالنسبة للمستهلك . 
الحل : 

لاحظ أن كمية الطلب عند هذا السعر 40 -50 هي حل المعادلة 0 - 240 »*» 


أي أن 20-م*ا وعندها يكون الفائض بالنسبة للمستهلك : 
0 40 - يول ذ-مى ل ح مم8 - 1 
0 0 
0 - 20 » 20(2-40) 2 - 20 » 50 - 
مثل 
افرض أن دالة الإنتاج *<«5 +20 -(<) وأن السعر قد تم تثبيته عند 25 -مم 
احسب فائض المنتج . 
الحل : 
لآ-ظ أا, الكمية ما عند هذا السعر الثابت 20-25 هي حل المعادلة 
2ر5 + 20 > 25 
وهى هنا 1 0< ( لاحظ أننا أهملنا الحد السالب ) وبالتالي فإن فائض المنتج هو : 


2 1 (2 +20)-25 - ع(20+5»2)] -(25(0) - هزم - ورم 
0 0 
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النمو الطبيعيى ‏ 6-7-5 
تزداد المجتمعات بنسب غير معلومة ( أو تقريبية) فإذا كان حجم مجتمع ما + فإن 
الل 


معدل نموه مع الزمن او له 


والسؤال الذي ينشأ هنا هو: كيف يمكن إيجاد “ إذا علم الك ؟ ولتوضيح هذا النوع 


من التطبيقات نأخذ المثال التالي : 


مثال 
إذا فرضنا أن عدد سكان الكرة الأرضية 3 بليون نسمة عام 1968 وان معدل 

النمو هو 290 سنوياً . متى يصبح عدد سكان الكرة الأرضية 30 بليون نسمة ؟ 
الحل : 8 

لنفرض أن العام 1968 يسمى لحظة بدء القياس أي عند 0 - 1 فيكون +7 عندها 3 
بليوترت تلسسة :: الابتطل انه دك الققتو ف 0001 
وهذه تسمى معادلة تفاضلية والمطلوب حلها لإيجاد 0 وبعد ذلك نجد الزمن المطلوب. 
لاحظ ان المعادلة التفاضلية المعطاة يمكن إعادة كتابتها على الصورة : 


02 .0 0 
4و 


وبتكامل الطرفين نجد أن : :0.024] - ماك طْ] ٠»‏ إذن ع + 0.02 - موا 
و 
و لإيجاد قيمة الثابت © نستخدم الشرط الابتدائي القائل بأنه عندما 1-0 تكون ١-3‏ 
إنن ع 3 ما ومنها ‏ 0.02+123 ارا 
والمطلوب هو ايجاد 1 عندما تكون 30 - ٠‏ أي المطلوب حل المعادلة : 
تمصا + 1 0.02 > 30 مآ 


والحل هو . 
3 - 1230 
002 
: 
وورئن, _ 23026 _ فلها _ 
002 002 
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أي بعد حوالي 115 سنة من العام 1968 ( أي في حوالي العام 2083 ) يصبج عدد سكان 
الكرة الأرضية 30 بليون نسمة . 
تمارين 
[ .احسب الدخل الكلي الناتج عن بيع أعداد المواد المذكورة إزاء كل حالة مما يلي علما بان 
الدالة المعطى يمثل الدخل الحدي 


أ. 2 1ن عدد المواد 10 3 
“دل 
5 4-7 +2م«3 - 2 عدد المرات 10 . 
2. احسب تكلفة الإنتاج في كل من الحالات التالية » حيث “لك تمثل حد التكلفة 
3 4 
1 2 _ لال معاد 2 8 الس ال 
أ. كل + #ير - لت التكلفة الإضافية الثابتة 20 » وعدد المواد 15 
2+1 “دل 


ب . 22+10 5يبرع لك التكلفة الإضافية الثابتة 50 ٠‏ وعدد المواد 10 


٠ 3‏ أوجد فائض المستهلك في كل من الحالات التالية حيث ؟ دالة الطلب 


أ. يرج - 9 - () 1 عدد الوحدات 4 
5 23 - 81 - (2) 1 عدد الوحدات 5 
حت > - 7 - (ج)ع السعر ‏ 7 
د. تبرخ - 60 - (2) + السعر 8 
4. أوجد قائض المنتج في كل من الحالات التالية حيث ع تمثل دالة العرض 
أ. 2 + 5 > («) ع عدد الوحدات 5 
بء 6 + 32 - («)اع عدد الوحدات 7 


5» إذا فرضنا أن عدد سكان الكرة الأرضية 3 بليون نسمة عام 1968 ٠‏ وأن معدل النمو 
السكاني هو 296 سنويا 
أ. اجسب عدد سكان الكرة الأرضية عام 2000 . 
ب ٠‏ متى يصل عدد سكان الكرة الأرضية 20 بليون تسمة ؟ 


6. احسب التكاملات التالية : 
3+ 
#رد] 3٠.‏ وس ]ا نه حك 1- 2عرل 2 1.١‏ 
»ال << رآ 3 1-0-7 ل 
0 
يحل 2< إل تير[ . 6 © ترم -1)4 .4 
سماد اداو 


02 4 
1 .8 ا اام 
(2*) ضا » سين (2-)*(1+») 


3 
4 5 ٠ [ )2+2( )<- 4<2( ” “ال‎ 


١ 8‏ 72 ي) 
ال * (5 -20) ع[ . 12 «ك (2»«)ما-] 11٠‏ عه مم 106 
١‏ . 
ل (2) صلء ل[ . 15 يه 6-يل »«] .14 و تيح .+131 
(م1ط)» 
3 0 

«ل جسم | 185٠‏ عل *ع«( .17 

2ن - 1يه 


بنك كوم .16 
1- 
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1211 رمعم 0 
م0 

تتم 010160 

لو الولف 

0221ع 0120 

5 23:21161 
200 
23132116 
0 ©0016 ع2 
عة 21 
20111101101 
روات نرف لا 

ع 210 

0000011 

سن 2 01 ععشقطء 01 عأهمك] 
01 121028 
2 ل2د1]2)10 


12 لهع1آ 
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الأعداد الحقيقية 
دالة ذو قيمة حقيقية 
تكامل ريمان 
مجموع ريمان 
مبرهنة رول 
دوران المحاور 
قاعدة الدالة 
المشتقة الثانية 
مجموعة 

ميل 

التكامل بالتعويض 


تمائل 
بالنسبة للمحور « 
بالنسبة للمحور لا 
بالنسبة لنقطة المبدأ 

نظام متباينات 

خط مماس 

المتباينة المثلثية 

اتحاد 

المجموعة الشاملة 


فترة غير محدودة 


5 أ112 
١11600 0‏ -أوع 12 
26 
لجع 10216 انانة متا 131[ 
11611131173 
3 1201165 
5 01 120121101 
131 22 01 نالآ 
518 
17 562010 
أع5 
م516 

0111 
2 551110 
أررانت 


كن والكت 
وتات 


كلخلة عا عط 10 اععروعر وزيب 


5 ل عط 10 أععروع2 لان 
ماع اده ع1 6 أعمووعر وزيب 


21و12 01 رع ويلك 
11 21328611 
/جا الت دوعس عاع مم1 
11101 
أع5 لة1175رنآ 
م122 لعل نامطون] 
عن أ ١‏ 
5 نة 7 
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الاحداشة » 


التقاع مع المحور 


المستوي “«» 
المحور ١‏ 


الإحدائية 2 م“ 


التقاطع مع المحور 


صفر 


9ؤظ2 


لفك 


ادع لمعدرء 110 
0 
0 
١0‏ 
ا 
لم2 
امع 1012 2 
11 1د كم 
7 
نح 1 
١ 1‏ 


74-0 


المصادر 


المصادر الأجنبية 


بهنل لممعء5 ,نوداء صدمء © علالزلومة طاثلالا وسابعله© ,2 .عاعتلد ع .2 ,كتلاع ١‏ 1 


5 , عطه ابجع[ ,11100 
مطو[ ,. ل . “71 روءألطععهةم أصرعبت5 لمع ع0 :وسسانء1لو © 2 .711112 نلسد ,5.1 كدلو5 ٠‏ 2 


5 ,ع[زم لا بمعل8 ,بإت11/اا 
بهل ,11111 -عوع0 ع321 20 41 026053777 1901دضة 50ق و5ناأناء11 )© .. 2.1 ,الهاك . 3 


7 ,0لا 
2/5 ل 254 و23 0ع 2) 16اللقعةث 1115م وتراناء1ق )0‏ ,./13ا.2 ,نلعأو م501 . 4 


1] 


المصادر العر بية 


٠. [1‏ د.صبري ريف العاني مد.سعيد محسن الخزاعي ٠‏ د.باسل عطا الهاشمي ٠‏ حسبان 
التفاضل والتكامل ٠.‏ مطبعة جامعة بغداد » 1981. 

٠. 2‏ محمد خير أحمد وعلي حناوي ٠‏ الرياضيات العامة (2) » منشورات جامعة حلب؛ 
7 . 

3 . عدنان عوض ٠»‏ الرياضيات العامة وتطبيقاتها الاقتصادية » دار الفرقانٍ » عمان ٠»‏ 
الأردن : 1991 . 

4 . محمد لؤي يحيى » الرياضيات ( 1) » منشورات جامعة حلب ؛ 1999 . 

5 . عبد المجيد نصير » الشامل في الرياضيات , اربد - الأردن » 1985 . 
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اسم الكتاب : حساب التفاضل والتكامل وتطبيقاتهما 
اسم المؤلف : صادق عبد العزيز مهدي 
التخصص : رياصيات 


رقم الإيداع في دار الكتب والوثائق ببغداد ؟"/اه لسنة ٠٠١47‏ 


